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 � ��� ���	����� �� ���� ��
����!  ������� ������� �	
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���� A!  ��� 	 ��� ������ �)	����� �� ��
� ������� ����
�
����� �� 0���	���	� �	��������

���� 
�������� C∞(M) ���� ������ ��� ��	
� �� ������ &��'������ ����
�������	���(! C�	���� ���
����� �� 	 ������ �	������ M� Γ(M, V )
���� ������ ��� ��	
� �� ������ ��
����� �� 	 �
��� ������ V ��� M�
Ωp(M) := Γ(M,ΛpT ∗M) ���� ������ ��� ��	
� �� ������ ��.������	�
p������! 	�� '�	���! Ωp(M, V ) ���� ������ ��� ��	
� �� ������ p������
���� 
��7
����� �� V �
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�����)
���
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������ C�����! ��� 
����
����� 	�� ��	
5��� ��	�  
���5 ���� 	�� ������� ��	� ��
������

 ���� ������ ��� ����)����� ���	���� ��� �������� C�����! �� �� �
�

	����	��� ��
���	�� �� ������ �� ����) ���	�����  � ����) ���	����! 	
����
	� �	� ������� 	 
�	��	�� ����	���! 	�� 	 
���	 ������� 	 �	��
��	� ����	���� ����	���� �� �����
�� ��� 	�� ����	��� ����)�

 � F �� 	 ����	���� �� M! ���� TF ������� ��� �	����� ������ �� ���
����	����: ���� �� 	 ������ ��� M� ��� ��.������	� ����� 	���� F 	��
Ω∗(F) := Γ(M,Λ∗T ∗F)�

" �
��� '��� 	
�� �� ���
����� 	� 	 ����
����	� ����	��� ����	���!
	� �� X(f)� D�����
���� &�
����! ���
����! �� ����	
( 	�� ��
����� ��
��� �)������ ������ Λ∗TM �� ��� �	����� �������  ���� ��� ��� ������
� �� ������ ��� ���� ��� 
����	
���� �� 	 �
��� ���� 	 ��.������	� ����!
��� 	��� ��� 
����	
���� �� 	 ������
��� ���� 	 ��.������	� ����� ����
�� ��
� ��	�! ��� ����	�
�! (X ∧ Y ) � ε = Y � (X � ε) = ε(X,Y, . . . )� "�
�)������ �� 	 ���� �� ������
��� 	��	�� ������� 	� �)������ ������

����  �! �"#!������� ����	� �� ��� ����
��	� ����
����� ��	�  ��� ����
	�� ���'�� �� ��� 
��
���� �� 	 ��� 	�������� 	�� 	 
����
���� ����
�����
� �� 	 ��� 	���������

�!$������ ���� " ��� 
���	��� �� 	 �
��� ������ V ��� 	 ������
�	������ M ���� 	 �
��� ������ ������������ ι : V → TM &���

����	 �
�( 	�� 	 ��� 	�����	 ����
���� �� Γ(M, V ) ��
� ��	�E

#( @�� v, w ∈ Γ(M, V ) 	�� f ∈ C∞(M)

[v, fw] = f [v, w] + ιv(f)w;

-( ��� 	�
��� �	� ����������� ��� V ���	
5�� ���� ��� ��� ��	
5�� ��
�
��� '����

[ιv, ιw] = ι[v,w].

��� �	����� ������ �� ������ 	 ��� 	�������� ���� ��� �������� 	� 	��

��� �	�� " ��� 	�����	 �� ���
����� 	 ��� 	�������� ��� 	 ������ ���
����������
 �	����� ������ �� 	 
�����) �	������ �� 	 ��� 	���������
��� �	����� ������ �� 	 ����	���� �� 	 ��� 	��������: ��� 	�
��� �����
��� ��
������ �	� ���� TM�
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��� ���� ������	�� ��� 	�������� ���� �� ��� 
��	����� ������ �� 	
������� �	�������  � ���� 
	��!  ������ ��� 	�
��� 	� # : T ∗M → TM:
�� �� ��'��� ��

(#α)i = πjiαj .

��� ��	
5�� �� ��� 3����� ��	
5�� ���
�  ������ 	� [ · , · ]π: �� ��
�������� ��'��� �� ��� ��'���� ���������� �� 	 ��� 	�������� 	�� ���

�������� ��	�

[df, dg]π = d{f, g}.
��� ���	� ������ �� 	 
����
���� ��� 	 �
��� ������ �	���	��� ������

	����� �� ��� 	����������

�!$������ ���� " ���������� �� 	 �
��� ������ W ���� �����
� ��
	 ��� 	�������� V �� 	 �	� ∇ ���� ��
����� �� V �� '��� ����� ��.������	�
����	���� �� Γ(M,W ) ��
� ��	� ��� 	�� f ∈ C∞(M)! v ∈ Γ(M, V )! 	��
w ∈ Γ(M,W )E

∇fvw = f ∇vw

	��

∇v(fw) = f ∇vw + ιv(f)w.

��� ��'������ �� 
��	���� ��� ��
� 	 
����
���� �� ����	��� ������
	�
�� ��� ���	� ��'������E

K(u, v) := ∇u∇v −∇v∇u −∇[u,v].

 � �� ������ �� 
��
5 ��	� ��� ��'������� ����� ���� �� 	 ������: ���
�'�

	���! �� �� 	 ��
���� �� Λ2V ∗ ⊗ End(W )�

 � �	���
��	�! �� W = V ! ���� �� 
	� ��'�� ������� 	�

T (v, w) := ∇vw −∇wv − [v, w]�

���� �� 	��� 	 ������! 	 ��
���� �� Λ2V ∗ ⊗ V � ��� 
����
����� �� ����
5��� 	���	���� �� ���� �	��� 	�� 	�� �������������

�!$������ ��%� 4��� 	 ����	���� F ! 	 �
	��
� ���������� �� F ��
	 
����
���� �� TF ���� �����
� �� TF � 4��� 	 ������� �	������! 	
����	
�
	�
�� ���������� $�&! ��% �� 	 
����
���� ���� �����
� �� T ∗M:
 ������ 	 
����		��	�� 
����
���� 	� D�

��%� �!'��(������ ��� )�!*���� �!��"��� ��� A0 �� 	� 	�����	�

�!$������ ���� " ����	�
���� �� A0 �� 	� 	�����	�
 �)������� �� ���
����!

0 → �A → A
P→ A0 → 0

����� � �� 	 
����	� ���������� �� A! 	�� ��� a ∈ A!

�
2a = 0 =⇒ a ∈ �A.
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���� ��'������ �� ��� ��	5��� �������� ��� ��� ��� �������� �� ����
�	���: �� �� �������	��� ����	���� �� ��� ��'������  �	� �� $��%� 6��

���� �	���� ����	
� ��� �	�� 	��������� ���� ��� ������� ��� �	����	���
���� ������
��� 
�������� ��	� � �� ��� 	 �����������E

�a = 0 =⇒ a = 0.

 � A0 = C∞(M)! ���� �� ������ ����5 �� A 	� ��� 	�����	 �� ������
���
����� �� 	 �	���� ���
�����	��� ��	
�� ���� �� 	 ���� �� ���
���
���	��� 
���������

 � A �� 	 ������	���� �� C∞(M)! ���� ���� ��'������ 	����� �� ��
�)��	
� 	 ������� ��	
5�� ���� ��� 
�����	��� �� A� ���� ���� �	�����
��� F	
��� �������� 	�� �� ���� ��������
	��� �� 	 ������� ���
���!
π ∈ Γ(M,Λ2TM)�

 ��� ����	���� �� ����
��	� ������� ���� $��%�
��� ε ∈ Ωn(M) �� 	 ����� �����  � ������	���� �� ε �� M 
	� ��

�������� �������� �� 	 ��	
�! ���� π 	�� ε ���� �	����� ��� 
���	���
������ 
��������

&#�#( d(π � ε) = 0�

 � Ω1(M) 	�� ��� ��	����� �	� d : C∞(M) → Ω1(M) 
	� �� ��������
��������! ���� ����� �)���� 	 *	�! ������������ 
����		��	�� 
����
����
D �� M�

 � M �	� 	 0���	���	� �����
 	�� ���� �� �)������ ���� 	 ��������
��	� ���
��	� ������! ���� ��� 	��� 
����		��	�� 
����
���� ���� ��

���	����� ���� ��� �����
 �� ��� ����� ��	� ��� 
����		��	�� ����	���
�� ��� �����
 �� 0� ���� 
�������� 
	� �� ����	��� �� ����� �	��! ��� ��
�������� 	 ��7
������ ���� ��'��� ������ �� ���
�����	��� ���������
 � �	
�  ���� ��� 	� ������� ����	���� �� ���� 
�������� �� ��
���� 2�

@�� 	 ���� �����
 	�� ������� ����
���� ����� �)���� 	 ������ ��������
���� 
����		��	�� 
����
���� 
���	����� ���� ��� �����
�  
	�� ���� ���
�����
 
����		��	�� 
����
�����  � ���� �	�! ��� �	�� ��� 
��������� 
	�
�� ����	��� 	�E ��� �����
 
����		��	�� 
����
���� �� *	��

 � ��� ��)� ��
����  ���� ����	�� 	�� ��'�� ��� ���� 
���������
4��� 	 *	�! ������������ 
����		��	�� 
����
����! ����� �)���� 	 �	�5 >
������ ���
�  
	�� ��� ���
��	�
��	��  � ����� �)���� 	 ������	���� ��
��.������	� ����� �� 	�� �������! ���� ��� ���	
��	���� ���� �� 0�

�� �!�����*����!

������� ��	� 0 → �Ω∗ → Ω∗ P→ Ω∗(M) → 0 �� 	 ������	���� ��
Ω∗(M)! ��� ��.������	� ��	��� 	�����	 �� ��.������	� ������1 G�
	���
Ω∗(M) �� ��	��� 
�����	���! ��� ��	��� 
�����	��� 	������!

0 = [σ, ρ] := σ ∧ ρ− (−)deg σ deg ρρ ∧ σ
1� �� ��� ����������� ����� ���� ���� ������� ���������� ���� ��� ����������� ����

�� ��� �����



�+� �� ����� !

��� σ, ρ ∈ Ω∗(M)� @�� σ̂, ρ̂ ∈ Ω∗! ���� ������� ��	� [σ̂, ρ̂] ∈ �Ω∗� G�
	���
�� ���� �� 
	� &��� ��( ��'�� 	 �����	����� ������� ��	
5�� �� Ω∗(M)
��

&-�#( {P(σ̂),P(ρ̂)} := P
(

1
i�[σ̂, ρ̂]

)
,

��� 	�� σ̂, ρ̂ ∈ Ω∗�

�!$������ ���� " ����	����
� 	
��� ������� 
���	
 �� 	 ��	���
�
��� ��	
� Ω∗ ���� < ����	�����E d! ∧! 	�� { · , · }! ��
� ��	�E

• d : Ωk → Ωk+1 �� ����	� 	�� 	 ��.������	�E d2 = 0�
• (Ω∗,∧) �� 	� 	���
�	���! ��	����
�����	��� 	�����	�
• (Ω∗, { · , · }) �� 	 ��	��� ��� 	�����	! ����! { · , · } �� ������	�! ������

0! 	�����������


&-�-( {σ, ρ} = −(−)deg σ deg ρ{ρ, σ},
	�� �	���'�� ��� ��	��� F	
��� ��������!

&-�<( {{σ, ρ}, λ} = {σ, {ρ, λ}} − (−)deg σ deg ρ{ρ, {σ, λ}}.
• (Ω∗, d,∧) �� 	 ��.������	� ��	��� 	�����	! ����! �� 	��� �	���'�� ���

������� ��������!

&-�=( d(σ ∧ ρ) = dσ ∧ ρ+ (−)deg σσ ∧ dρ.
• (Ω∗, d, { · , · }) �� 	 ��.������	� ��	��� ��� 	�����	! ����! �� 	��� �	��

��'�� ��� ������� ��������

&-�>( d{σ, ρ} = {dσ, ρ} + (−)deg σ{σ, dρ}.
• (Ω∗,∧, { · , · }) �� 	 &��	���( ������� 	�����	! ����! �� 	��� �	���'��

��� �����
� ��������2

&-�2( {σ, ρ ∧ λ} = {σ, ρ} ∧ λ+ (−)deg σ deg ρρ ∧ {σ, λ}.
�+!��!( ���� ���
���� &-�#( ������ 
 �	
���� �� Ω∗(M)� �����

�
��� �� 
 ����	����
� 	
��� ������� 
���	
�

�	���� 6� 
�����! Ω∗(M) �	� ��� ����
���� �� 	 ��.������	� ��	���

�����	��� 	�����	� B� ���� �� 
��
5 ��� 
�	��� ����	����� �� ���
������� ��	
5���  � �� ����� ���	��������	�� �� 
��
5 ��	� Ω∗ ���� ���

�����	��� �	���'�� 8��� -�# &�)
��� ��� ��	��� 
�����	�����(�  � ���
������� ��	
5�� �� ���� ��'���! ���� �� ���� ������� ����� ���������� ����
��� 
�����	����

��� σ̂, ρ̂ ∈ Ω∗! σ = P(σ̂)! 	�� ρ = P(ρ̂): �� ���� �� 
��
5 ��	�
{σ, ρ} := P

(
1
i�[σ̂, ρ̂]

)
�� �������� ���������� �� σ 	�� ρ� ��� ���� �	�

�� 
�	��� σ̂ ������� 
�	����� σ �� �� 	�� ��������� �� ��� ���� �λ̂�
C�����!

[σ̂ + �λ̂, ρ̂] = [σ̂, ρ̂] + �[λ̂, ρ̂]

2��� ����� � �����! �������"# ��� �$������ �������"# ��� ������" �"���"�����
%�������  �� ����& ���� ���������" ���� �� ����� �� ��'� � ��(���� �����������
������� )���* ��� )��+*�



"�� !"#$%"$#� &'  & %&(($"�"�)� *�'&#(�"�& ! �+,

���
� �� ���� 
�	���� �� 	� ������� �� �
2Ω∗� ��������� ��� ��	
5��

{σ, ρ} �� �������'��� �� σ! 	�� �� ��������! �� ρ� ������

 � ������ 0! ����� ����
����� �	5� C∞(M) 	 ������� 	�����	� C��
�
M �� �� �	���
��	� 	 ������� �	�������

���� �����	����� ������� ��	
5�� ������ ��� �� 
������� ���� ���
3����� ��	
5��� ��� 3����� ��	
5�� 
	� �� �	���	��� �)������ �� ����
�������	� �����! ��� �� �� ����� ��.����� ���� 	 ������� ��	
5��� ���
3����� ��	
5�� �� �� ������ −1 	�� �� �������� ���������� �� π: ���
������� ��	
5�� �� �� ������ 0 	�� �� ��� ���������� �� π� @�� �)	��
���! �� α, β ∈ Ω1(M)! ���� [a, β]π = −[β, α]π ∈ Ω1(M) ��� {α, β} =
{β, α} ∈ Ω2(M)�

8�.������	� ����� ���� ��� 3����� ��	
5�� ���� 	 ���� �� ��.������	�
4�������	��� 	�����	 &��� ����������� 	����(: ���� �	���'�� ����������
��� �����	� �� ����� �� 	 ��.������	� ��	��� ������� 	�����	! ��� ���
������ ����� �� ��� ��	
5�� 
�	���� ���� ������ 4�	����5� $��% �	�

������
��� 	 ��	
5�� ���
� �� ���������� �� π 	�� �)����� ��� �����	��
������� ��	
5��: �� �� 	 ��	��� ��� ��	
5�� &������� 	�� ������ �����( ���
���� ��� �	����� ��� ������� �� �����
� ����������� 6� ��� ����� �	��!
����	� 	������ &����! $�,%( �	� 
��������� ��	
5��� ���
� ���� �	�� ��
�	����� ��� ������� �������� &-�>(�

��� �����
� ���������� &-�2( ��� ��� ���
����� 	�� 	 1����� ����� ��	�
��� ������� ��	
5�� �� 	 ���
���� f ∈ C∞(M) 	�� 	 1����� α ∈ Ω1(M)
�� ���� �� 	 
����		��	�� 
����
���� D �� T ∗M 	�

{f, α} = Ddfα.

��� F	
��� �������� &-�<( ��� ��� ���
����� f, g ∈ C∞(M) 	�� 	 1�����
α ∈ Ω1(M) ����� ��	� D �� *	�E

K(df, dg)α = DdfDdgα−DdgDdfα−D[df,dg]πα

= DdfDdgα−DdgDdfα−Dd{f,g}α
= {f, {g, α}} − {g, {f, α}} − {{f, g}, α} = 0.

��� ������� �������� &-�>( ��� ��� ���
����� ������� ��	� D �� ������������E

T (df, dg) = Ddfdg −Ddgdf − [df, dg]π
= Ddfdg −Ddgdf − d{f, g} = 0.

��� 
����		��	�� 
����
���� �� T ∗M �	���	��� �)����� �� ��� �)�
������ ������! ΛkT ∗M� ���� �� 
���	����� ���� ��� �)������ �����
� ��
��� ������ �	�! 	�� �� ��� �����
� �������� &-�2( ������� ��	� ��� �����
��� ��	
5�� �� 	 ���
���� f ∈ C∞(M) 	�� ��.������	� ���� σ ∈ Ω∗(M)
�� ���� �� D 	�

{f, σ} = Ddfσ.



�+� �� ����� !

H�� 
������� ��� ���������� ������� ��� ��	
5�� �� ��� 1������� ���
�����
� �������� &-�2( ��� f ∈ C∞(M) 	�� α, β ∈ Ω1(M) ��	��

{fα, β} = f {α, β} + α ∧ {f, β}.
��� ������� �������� &-�>( �� �� ���� 
	��

d{f, α} = {df, α} + {f, dα}.
����� ���������� �������� ��������� ��� ������� ��	
5�� �� ��� 1�������
C�����! ����� �� ����� ��� �������� �� �� �	���'��E ��� F	
��� ��������!

0 ?= {f, {β, γ}} − {{f, β}, γ} − {{f, γ}, β}
= Ddf{β, γ} − {Ddfβ, γ} − {Ddfγ, β}.

&-�?(

B������ 	������� ��	� ���� �� �	���'��! �� 
	� 
������� ��� ����������
�� ��� ����� �	�� ���� �� ��� &-�?(�

�+!��!( ���� �  
�� ��	����!�	�� ����	
�
	�
�� ���������� ����	!

����� 
 �����	 M ijk
lm �"����	�� �� ��� ����	
�
	�
�� ������� 
�� 
���!

�"����	�� �� ��� ���
	�
�� �������� ���� ��
�

&-�A( M(df, β, γ) = {f, {β, γ}} − {{f, β}, γ} − {{f, γ}, β}
�� M �� ������ 
� 
 �	�����
	 �
� �	�� 1!��	�� �� 2!��	���

�!$������ ���� M �� ��� ���
��	�
��	��

�	���� G���� �� �	5��� ��� &-�A( 	� ��� ��'������ �� ���� �������	�
�	�! 	�� ���� ��	� ��� ����� �	�� ���� �� ��� &-�A( �� �)���
���� ��������

�� β 	�� γ� B� ���� �� 
��
5 ��	� �� �� C∞(M)�����	� �� ������ �� �����
	��������� @�� 	�� g ∈ C∞(M)!

M(df, gβ, γ) − gM(df, β, γ)

= {f, g} {β, γ} − {{f, g}β, γ}
+ {f, β ∧ {g, γ}} − {f, β} ∧ {g, γ} − β ∧ {g, {f, γ}}

= β ∧ (−{{f, g}, γ} + {f, {g, γ}} − {g, {f, γ}})
= 0.

��� '��� ��� ����� ��� ��� �����
� ����������: ��� �	�� ���� ���� ��� �����
������ F	
��� �������� &��� *	����� �� D(�

H��! 
������� ��� F	
��� ��������

0 = {{f, g}, dh} − {f, {g, dh}} + {g, {f, dh}}.
"������� d �� ���� ���	���� 	�� ����� ��� ������� ���������� ��� d �����
��	�

M(df, dg, dh) = {f, {dg, dh}} − {{f, dg}, dh} − {{f, dh}, dg}
�� ��������
 ����� ��� �)
�	��� �� f 	�� g� ���
� �� �� C∞(M)�����	�
�� dg �� ���� 	��� �� C∞(M)�����	� �� df � ���� ����� ��	� ��� �����
�	�� ���� �� ��� &-�A( �� ������ ���� �� 	 C∞(M)��������	� �	� ����
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1������ �� 2������� ��
� 	 �	� �� ����	���� �� 	 ������ M ijk
lm ��
� ��	�

M(α, β, γ)lm = M ijk
lm αiβjγk� ������

�+!��!( ��%� #�� �������� 
	� �����
����$

#( � ���	
��%�� ������� �	
���� �
��� Ω∗(M) 
 ����	����
� 	
���
������� 
���	
�

-( � ������� ��	����	� �� M 
�� 
  
�� ��	����!�	�� ����	
�
	�
��
���������� ���� M = 0�

�	���� B� �	� 	���	�� ���� ��	� ��� '��� ����
���� ���������� ���
��
����

��� �����
� ��������! {fσ, ρ} = f {σ, ρ} + σ ∧ Ddfρ! ����� ��	� 	
�����	����� ������� ��	
5�� {σ, ρ} �� '��� ����� ��.������	� �� ���� 	��
�������! �� �� 
	� �� 
������
��� �� 	 
������	�� 
�	��� ��� xi �� ���

������	���� 8�
�������� 	 ��.������	� ���� �� ����� 
������	��� ����
��� ��	�� ������� �� 	� 	 ��� �� �����
�� �� ���
����� 	�� ��� �	���
1������ dxi� ��! �� 
	� 
������ 	�� ��	
5�� ����� ��� �����
� ��������
&-�2( 	�� ��� ����	����	� ��	
5���E

{f, g},
{f, dxi} = Ddfdx

i,

	��

{dxi, dxj} = d
(
Ddxidxj

)
.

���� ��	
5�� �	���'�� 	�� ��� �����
� ���������� &-�2( ��
	��� ����� 	��

��������� ���� 	���
�	������  � �	���'�� ��� ������� ���������� &-�>( ���

	��� ���� 	�� 
��������� ���� ��� �����
� �����������

���� ��	�� ��� F	
��� ���������� &-�<(� 1���� ��� 
������	�� ��
���
�������� 	�� ��� �����
� ����������! 	�� F	
��� �������� ����
�� ���� ��
��� F	
��� ���������� ������� ���
����� 	�� �)	
� 1������� ����� 	��
�	���'�� ��
	��� π �� �������! D �� *	�! M = 0! 	��

{{df, dg}, dh} − {df, {dg, dh}} − {dg, {df, dh}} = −d [M(df, dg, dh)]
= 0.

������

 � ��� ������� ���
��� π �� ���������! ���� ��� ������ �� 	 ������
��

2������  � ��	� 
	�� ��� *	�! ������������! 
����		��	�� 
����
���� D
�� ���	��� �� 	 *	�! ������������! 
�	��	�� 
����
���� ∇ �� #Dαβ =
∇#α#β�

�+!��!( ���� &� π = ω−1� ����

M ijk
lm = DiDjDkωlm&-�I	(

= −πaiπbjπckωdlωemπ
de
|abc.&-�I�(



�+- �� ����� !

�	���� /������� 	�� ����� x ∈ M� G�
	��� ∇ �� *	�! 	�� �
���
�� TxM �)����� �� 	 ∇�
����	�� �
��� '��� �� 	 ������������ �� x�
J���	������! 	�� 
��
��� �� T ∗

xM �)����� �� 	 D�
����	�� 1����� �� 	
������������ �� x� G�
	��� �� ���� 	�� ��������! �� ����� �� 
������
M 	� x! �� �� ��7
���� �� 
������ M(α, α, α) ��� 	�� 1����� α ∈ Ω1(U)
���� Dα = 0 ��'��� ��� ���� ������������ U � x�

G�
	��� Dα = 0! �� �	� {f, α} = 0 ��� 	�� f ∈ C∞(M)� 1���� ����!
�� 
������

{f dg, α} = f {dg, α} + dg ∧ {f, α} = f {dg, α}
= f ({dg, α} − d{g, α}) = −f {g, dα}
= −f Ddgdα = −Dfdgdα

���
� ����� ��	� {β, α} = −Dβdα ��� 	�� β ∈ Ω1(U)�
6��� ��� '��� ���� �� &-�A( ������ ��

M(df, α, α) = {f, {α, α}} = Ddf{α, α} = −DdfDαdα.

G�
	��� M �� K��� 	 ������! ���� ����

M(α, α, α) = −D2
αdα.

��� �
��� '��� #α �� 
�	��	���� 
����	�� &∇#α = 0( �� ��� ���
����	��� �� ���	� �� ��� 
�	��	�� ����	���! L#α = ∇#α� "�������
���� �� ω ����!

∇#αω = L#αω = d(#α � ω) = dα.

��� �	� # �	���	��� �)����� �� ��.������	� ����� # : Λ∗T ∗M →
Λ∗TM! 	� �� #ω = −π� G�
	��� π �� ������ �� ω! ��� ����	��� 
	� ��
��������� 	� ∇#αω = #−1∇#απ�

���� ���� ��� �)���������!

M(α, α, α) = −D2
α#−1∇#απ&-�#L(

= −D3
α#−1π = D3

αω.&-�##(

���� ���� ��� &-�I	(� �� ������� ��� &-�#L( �� ����� �� ∇! 
�������

#M(α, α, α) = −#D2
α#−1∇#απ = −∇3

#απ.

���� ���� ��� &-�I�(� ������

���� ��	�� ��	� ��� 	 ������
��
 �	������! M = 0 �� 	�� ���� �� π ��
��	��	��
 �� ��� ��
	��� 	7�� ����
���� ��'��� �� ��� *	� 
����
�����

J��	���� &-�I	( �������� 	� 	�	����� �� ��� G�	�
�� �������� ��� ���
���	
��	�����  � ��� ������
��
 
	��! ��� ���	
��	���� �� ��� �����

����		��	�� ����	��� �� ��� ������
��
 2������  � �����	�! �� ���	��

� �� �� �� ��� ����� ����	��� �� 	 2������

)��-������� ��.� DiM jkl
mn �� ���
��" �"����	�� �� ��� ����	
�
	�
��

��������
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�	����  � �� ��7
���� �� ���� ��	� DiM jkl
mn = DjM ikl

mn�
B� 
	� ������� ��� &-�A( �������� 	�

M(df, β, γ) = Ddf{β, γ} − {Ddfβ, γ} − {β,Ddfγ}.

@���	���! ���� �)������� M 	� ��� 
����		��	�� ����	��� �� ��� �����
��� ��	
5�� �� ��� 1������� ��� ����� �� ��� �������� �� ��� ��
���
����	��� �� ����	��� ��� �	�� 	� �� { · , · } ���� 	 C∞(M)�������	� �	��

������

%� � ��(!������

������� ��	� 	 0���	���	� �	������ �� �������� ���� 	 ���
�����	�
��� ���������  � �	���
��	�! 	����� ��	� ��.������	� ����� 	�� ��������
�� 	 �	� ��	� �� 
���	����� ���� ��� �����
� G� ��� ������� �� $��% 	��
���� -�<! ���� ��	�� ��	� ��� �����
 
����		��	�� 
����
���� �� *	�
	�� �	� 	������� ���	
��	����! M = 0�

89�����5� 	�� ���	�� $/% �	� 
������
��� 	� ����������� �)	���� ��
���
�����	��� �������� �� ��� ������ +��	��	��, ������! 	 ���
���
���	��� ������	���� �� S2� ���� �� �	���
��	��� ����������� ��
	��� ��
�	���'�� ���� &��� ��� 	��( �� /�����; 	)���� ��� ���
�����	��� ���
������� G�
	��� �� ����! ��� ��������
	� 	�� ���
��	� ���������� 	��
��� 2 	�� ����� �� �� ��	
� 
������������ �� ������	���� �� S2�

" ���
��	� ������ �	�������� 	�� �� /����� 	)���� �	� 	 
	����
	� ��	
�
��	� ��	�� ��� ���� �� ������	�����  � 	 0���	���	� �	������ �� ��������
�������� ������� ��
� ���
��	� �������! ���� ��� ����� ���� 	�� �����
��� ����
���� ���� �	����� ��� 
���	�������� 
�������� &#�#(� C�����!
���� 
�������� �� ����� ����������� �� ��� 
��������� ��� ��� ������	����
�� ��.������	� ������ ���� ����������
�! 	�� ��� 89�����5�����	�� �)�
	����! ������� ��	� �� ����� �� ����������� �� ��� 	���� ��� &#�#(� ����
�	5�� ��� 	�	����� ��
� ���� ��7
��� �� �����	�! ��� �� �� ��	
�	��� ��
- �����������

�+!��!( %��� ��� M �� 
 ����
��� ���������� 2!���������
� '��!
�
���
� �
������ ���� 
 ���%�	� ������� ��	����	�� (������ ��
� ���	�
�)���� 
 ����	�
���� �� ����	����
� ��	�� ����
����� ���� ��� ���	���
#��� M �� �����	 
 ��	�� ���� 
 �����
�� ���	�� 
�� ������� �������	
�	 
 ����	� ���� �����
�� ��	�
��	� 
�� ��� ������� ��	����	� ��		�!
������� �� ��� �����* ��
��
	� ����	��

�	���� B� ���� �� ���� ��� 
��������� ��	� ��� �����
 
����		��	��

����
���� �� *	� 	�� M = 0� G� 	���������! ��� ������� ���
���
π �� ��� ������
	��� 0! ��������� ����� �� &	� ��	��( 	� ���� ����	������
Σ := {x ∈ M | π(x) 	= 0}�

B���� π ���� ��� 	����! �� �� ���������! �� Σ �� ������
��
� 6�� Σ!
# ����������� D ���� 	 
�	��	�� 
����
���� ∇ 	�� ��� �����
 ds2 ����



�+� �� ����� !

	������ �����
 ds′2: ��� �����
 ������� 	�� ���	��� ��

gij = πikπjlg′kl.

��� �	
�� ��	� D �� *	�! ������� ����! 	�� 
���	����� ���� ds2 ����� ��	�
∇ �� ��� ����/���	 
����
���� �� ds′2 	�� �� *	��

" ���
��� �� - ���������� �	� ���� ��� ����������� 
��������! ��
�� 
	� ����� π �� ��� ����

π = hε′−1

����� h �� 	 �
	�	� ���
���� 	�� ε′ ∈ Ω2(Σ) �� ��� ����� ���� �� ds′2�
��� ���	�������� ������� ��� �����
� �� ��������� 	 
������	� ���
	����!
gij = h−2g′ij�

G� ����
� 
�����	����!

π � ε = −h−1

�� &��� ������
���� ��( 	 
��������� ���
���� �� 	 
���	
� �	������:
��������� �� �� ������� 	�� ����� �� 	 
����	�� A ��
� ��	� 0 < A ≤ |h|
��� Σ�

G�
	��� (Σ, ds′2) �� *	�! �� 
	� 
��� �� ���� /	�����	� 
������	��

�	���� G� ���� -�=! M = 0 ������� ��	� π �� ��	��	��
 �� 	�� /	�����	�

�	��� ���
� ��� ����� ���� ε′ �� 
����	��! ���� K��� ��	�� ��	� h �� 	
��	��	��
 ���
���� �� 	�� /	�����	� 
�	���

��� u : [0, L) → Σ �� 	 ds′2 �������
 �� ������ L� ��� ���
���� h[u(t)]
�� ��	��	��
 	�� ��
	��� t �� �������! ����� �)���� 	������ 
����	�� B
��
� ��	�!

0 < A ≤ |h[u(t)]| ≤ B.

��� ������ �� u �� ds2 �� '����E
∫ L

0

dt

|h[u(t)]| ≤ AL.

���� ������� ��	� u �	� 	� �������� x1 ∈ M! 	��

lim
t→L

1
|h[u(t)]| = |(π � ε)(x1)| ≥ B−1.

�� π(x1) 	= 0 	�� x1 ∈ Σ! ���� u 
	� �� 
�������� ������� t = L! 	��
��������� (Σ, ds′2) �� �������
	��� 
��������

��� Σ̃ �� ��� ������	� 
������ �� 	 
����
��� 
�������� �� Σ� ����
�� �������
	��� 
�������! *	�! 	�� ������ 
����
���! ��������� �� �� ����
�����
 �� ��� J�
����	� ��	��� B� 
	� 
����� /	�����	� 
������	��� x
	�� y ��� Σ̃ ��
� ��	�

h = a+ bx2 + cy2.

��� 4	����	� 
��	���� �� ds2 ��
1
2R = h∇2h− (∇h)2

= 2a(b+ c) − 2b(b− c)x2 + 2c(b− c)y2.
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6� 
�����! ��� 
��	���� �� 	 
���	
� ����	
� �� �������! �� ���� ����
�� ��������  � ����� �����! ��� x2 	�� y2 ����� ���� 	����! ���
�
c = b�

����� 	�� ��� ��� ��������������  � b = 0! ���� ds2 �� *	�� G�
	���
h = a �� 
����	��! �� ���� ��� ������ ��� 	� ��'����! ���
� π ���� ���
	���� 	������� �� M! 	�� Σ = M�  � ���� 
	�� M �� 	 *	�! 
���	
�
0���	���	� ����	
�! ��������� �� �� 	 �����! 	�� π = a−1ε−1 �� 
����	���

 � b 	= 0! ���� �� ���� �	� ��� �	�� ���� 	� a &�� ��	� h ���� ���
	����(� G� ��� 	��� ������	! ��� 
��	���� �� ��� 
����	�� 4ab > 0!
�� M ���� �� 	 ������� ��� �����
 ��

ds2 = (a+ b[x2 + y2])−2(dx2 + dy2).

B� 
	� ��� ���� �� 	 ���� ��	��	�� ���� �� �� ��� ��� 
�����) 
������	��

ζ :=
(

a
b

)1/2 (x+ iy)E

ds2 = (ab)−1(1 + ζζ̄)−2dζ dζ̄.

��� ������� ��	
5�� �� ���� ��!

{ζ, ζ̄} = 2i{x, y} = 2ih = 2ai(1 + ζζ̄).

���� �� ��� ������� ����
���� ���
� 
���������� �� ��� ������ ��	��	��
������� ������

�� ��*!�#!��!

 � $��%  ������ d(π � ε) = 0 	� 	 
���	�������� 
�������� ������� 	
������� ����
���� 	�� ����� ����� ��� ������ �� ���� ��
���� 	����� ����

�������� �� �� ����	��� �� ����� �� 	 
����		��	�� 
����
�����  �������
���� ���� �	���� ��
	��� �� �	
����	��� ��� �������� ����� �� ���� >�=! ���
 	� ��	���� 	 ��
� ���� �����	� ������� ��	�  ��	��� ����! ��
	���
�� �	� �� �� ����������� ���������

4��� 	 
����		��	�� 
����
���� D 	�� 	 ��.������	� ���� σ∈Ωp(M)!
�� 
	� ��'�� 	 +
����		��	�� �������
�, D · σ ∈ Ωp−1(M) ��

(D · σ)i1i2...ip−1 := Djαji1...ip−1 .

�+!��!( ���� +�	 
�" ��	����!�	�� ����	
�
	�
�� ����������� D�
���	� �)���� 
 �����	 ���� φ ∈ Γ(M, TM) ���� ��
� ��	 
�" σ ∈ Ω∗(M)

&=�#( D · σ = φ � σ − δσ

���	� δσ := π�dσ−d(π�σ) �� ��� ,��%��!-	"������ ������	����
� $�! �.%
���� �� ������� ������"� &� �
	�����
	� ��	 α ∈ Ω1(M)

&=�-( D · α = φ � α− π � dα

�� ��	 
 ������ ��	� ε ∈ Ωn(M)�

&=�<( φ � ε = −d(π � ε)
�� 
�� ���" �� Dε = 0�



�+� �� ����� !

�	���� B� '��� ���� ��	� ��� 	�� f, g ∈ C∞(M)

D · (f dg) = f D · dg + {g, f}.
���� ���� ��� �����
� ��������

D · d(fg) = f D · dg + gD · df
��	���� ��	� D · d �� 	 '��� ����� ��.������	� ����	��� 	�� �� ����	����
�� ���� �
��� '��� φ ∈ Γ(M, TM) 	� D · df = φ(f)�

H��!

D · (f dg) = φ � (f dg) − π(df, dg)
���
� ������� ��� &=�-(�

��� σ ∈ Ωp(M) 	�� X ∈ Γ(M,Λp−1TM)� ��� 
����		��	�� �)������
����	��� 
	� �� �)������� 	�

−[X,π] = D ∧X.
���� �� ��	� �� ��� 3������G������5� 
���.������	�E

[X,π] � σ = (−)pX � δσ + δ(X � σ).

B� 
	� 	��� ����� ���� �� ����� �� ��� 
����		��	�� �������
�

(D ∧X) � σ = D · (X � σ) + (−)pX � (D · σ)

= −(−)pX � (φ � σ) − δ(X � σ) + (−)pX � (D · σ).

@��� ����� �� 
	� ���� ��� X � (D · σ) 	�� ���� ��� �����	� �������
��� ���
�	� 
	�� �� 	 ����� ���� ε ∈ Ωn(M) ������� ���� ��� ����

���'
	���� δε = −d(π � ε)� G�
	��� ε ∈ Ωn(M)! D · ε = 0 �� 	�� ���� ��
Dε = 0� ������

��� �	�� ������ ���� ����� ��	� �� Dε = 0 ���� φ �� 	 �����	� �
���
&��� $�.! ��%(� ��� ����	��� δ �� ��� �����	�� ����	��� ��'���� �������
��������� ��� �����	� 
�	�� �� ������� �������� �� ���������� �� ���
������� ����
���� 	�����  � �� �	�� �� 
������
� D �� ��� φ 	�� �������
	���! ��� ������ φ ������� �� ��� �����	� 
�	��! ����� 
	���� �)��� 	
����� ���� 
���	����� ���� D�

.� �!�"�0������

D��	
��	���� �� �	���� ��7
��� �� 
������ �� �����	��  � �� ����
��'��� ���� D �� *	� 	�� ������������! ��� ����� 	�� ������ �������	�

����������  � ����
����! �� �� �������� �� ����� 	� �)���
�� ������	 ���
��� ���	
��	���� �� 	 �����
 
����		��	�� 
����
����! ��� ���� �����
�� ���������� 
�����
	���� 6��� �� ��� ������
��
 
	�� �� ��� ���	
���
	���� �	�� �� 
������ 	�� �������	��� @�� ���� ��	���! �� ���	����
��� 	�	������ ��� 
�������� M = 0 �� 	 ������� �	������ �� �� ���	�� ���
������� �	������ �� 	 ������
��
 �	������� @�����	����! ����� �� 	 ����
���	������� �	� �� ����� ����E ������
��
 ��	���	�����
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�!$������ .��� " ������� �
� �� 	 ������ �	� �� ������� �	�������
ϕ : M1 → M2 ��
� ��	� ��� ������	
5 �� ���
����� ����������� ���
������� ��	
5���!

ϕ∗{f, g}2 = {ϕ∗f, ϕ∗g}1.

" &��
	�( �"�������� 	�
��%
���� �� 	 ������� �	������ M �� 	 �������
�	� ϕ : M̄ → M ���� M̄ ������
��
� " ������
��
 ��	���	���� �� ����
�� �� �� 	 �����������

����� 	�� 	��	����� �� ���� ��'������ �� ��� �����	���� $�%! ��%�  �
�� 
����� �� 	����� ��	� ϕ �� 	 ���K�
��� ���������� 	�� 	 
�������
������� �	�� C�����!  ���� ��� ���� ��
� ����������! 	��  �� ���
�	�� �� 	����� 
 �	��	� ��� ����	� ������	������ ��
���	�� �� �	�����
�����  ����	�!  ���� ��� ���� ��
	� ��	���	����� 	� 	 ���� ��� �������� ���
��
	� ��.������	� �������� �� 	 ������� �	�������

4��� 	 ������
��
 ��	���	����! ��� �����	��� �� ������ �� M 	�� ���
��	�� �� 	 ����	���� F � ��� ������
��
 ��������	� ���������

TF⊥ := {v ∈ TM̄ | ω(v, w) = 0 ∀w ∈ TF}
�� ������	��� 	�� ���� ��'��� 	������ ����	����! F⊥�

��� ������
��
 ����	���� S �� 	 ������� �	������ �� ��'��� �� ���
�	����� ������������� ��� �	����� '��� ��� x ∈ M ��

TxS := Im #x ⊆ TxM.

 � �����	�! ��� ������
��
 ����	���� �� ���� 	 ������	� ����	����! ��� ���
	�� ���� ������ ����� rkπ �� 
����	��! S �� 	 �����	� ����	���� 	�� TS
�� 	
��	��� 	 ������� 8�'�� ��� ��� �� �����	� ������ Mreg �� �� ���
����� �� ���� ���� ��� ���
� rkπ �� 
����	���

�!$������ .��� "� ����	���� ��	���	���� �� 	 ���� ������
��
 ��	���	�
���� ��
� ��	� F ⊂ F⊥�

 � ϕ : M̄ → M �� 	� ��������
 ��	���	����! ���� M̄ �� �� �����	�
��������� 	�� Imϕ ⊆ Mreg�  � ���� 
	��! ��� ������
��
 ��	�� �� M
	�� ��� ��	��� �� ��� F⊥���	��! 	�� ��� F⊥���	�� 	�� ���
����� ���
�����	��� �� ��� ������
��
 ��	���

.��� �!�"�0������ ��� ����!������� 0�
	�� ��	� ��� 	 ����	��� �	���
����! 	 ����	��� 
�	�� �� 	 
������	�� 
�	�� ���� ��� ����� �� 
������	���E
��	������ 	�� ��	������ ���� �� ��
� ��	� 	�� ��	� �� ��� 
������	��
������������ �� ������'�� ���� 	 ������ ����� ��� ��	������ 
������
�	��� 	�� 
����	��� ��� ��	����� 
������	��� 	�� ���� 
������	��� 	����
��� ��	� 	�� ��� ��	������ 
������	��� 	�� 
������	��� �� ��� ��� ��
��	���

6� 	 ������
��
 �	������! 	 
����		��	�� 
����
���� �� ����	���� ��
	 
�	��	�� 
����
����: ���� 	�� ����������� �� ��� �	� #�  � �����	�!
�� M �� 	 ������� �	������ ���� 	 ������
��
 ��	���	���� ϕ : M̄ → M!
��� 
������� �	� #ϕ∗ : Ω1(M) → Γ(M̄, TM̄) ��	�� ��� ���� ��	� #



-�� �� ����� !

���� �� ��� ������
��
 
	��� ���� ���� 	 
�����������
� ������� ���

����		��	�� �������� �� M 	�� �������� �� ��� ��	�� �� F⊥�

��� n = dimM 	�� 2N = dimM̄� ���� dimF = 2N − n 	��
dimF⊥ = n�

 !((� .��� ��� ϕ : M̄ → M �� 
 ���� �"�������� 	�
��%
����� &� D
�� 
 ����	
�
	�
�� ���������� �� M� ���� ���	� �)���� 
 ������ �
	��
�
���������� ∇ �� F⊥ ���� ��
�� ��	 α, β ∈ Ω1(M)�

&>�#( #ϕ∗(Dαβ) = ∇#ϕ∗α(#ϕ∗β).

&� D ��  
� �	 ��	����!�	��� ���� �� �� ∇� &� D ��  
� 
�� ��	����!�	��
���� 
	���� 
�" ����� �� M̄� ���	� �)���� 
� F⊥!����
��� ���	���
�� ��
	�
���� ��
� ∇ �� ��� �	���
� �
	��
� ���������� ���� �" �
	��
� ��	��
������

�	���� @����! ������ ��	� ��� α ∈ Ω1(M)! ��� �����	
5 ϕ∗α ∈ Ω1(M̄)
�� ����	� �� ��� ������������ TF � ��������� #ϕ∗α ∈ Γ(M̄, TF⊥)�
��
����� �� ���� ���� ��	� Γ(M̄, TF⊥) 	� 	 C∞(M̄)�������! ���������
��� &>�#( �.�
����� ��'��� ∇XY ��� 	�� X,Y ∈ Γ(M̄, TF⊥) ��
	���
&>�#( �� 
��������� ���� ��� �����
� �����

��� ��'������ �� 	 ������� �	�! 	�� ��� �������� d{f, g} = [df, dg]π
����� ��	� ϕ∗ ����������� 3����� ��	
5���� ���� ���� ����� ��	� ���
α, β ∈ Ω1(M)!

[#ϕ∗α,#ϕ∗β] = #[ϕ∗α, ϕ∗β]π̄ = #ϕ∗[α, β]π.

���� �������� ������� ��	� ��� �������� 	�� 
��	����� �� D 	�� ∇ 	��
����������� �� #ϕ∗� ��������� �� D �� *	� �� ������������! ���� �� �� ∇�

"����� 	�� ����� �� M̄! ����� �)���� 	 ������������ U ⊆ M̄ ��
�
��	� ��� ��	�� �� F⊥|U 	�� ������ 
����
��� 	�� ��� ��	� ��	
� U/F⊥
�� C	�����. 	�� 
����	
������ ��� *	�! ������������ �	���	� 
����
����
∇ �� ���
����� ����	���� �� 	 ��
	��� 	7�� ����
���� �� �	
� ��	� �� F⊥�
G�
	��� �	
� ��	� �� F⊥|U �� ������ 
����
���! �� 
	� �� ������'�� 	�
	� ���� ������ �� 	� 	7�� ��	
� &�� ��������� n(� ����� ���� 	 ������
�� 	7�� ��	
�� ��� U/F⊥� G�
	��� U/F⊥ �� 
����	
�����! �� 
	� ��
������'�� ���� 	� ���� ������ �� R

2N−n 	�� ����� �)���� 	 ����	���	����
�� ��� ������ �� 	7�� ��	
��� ��������! ���� ���� 	� ������'
	���� �� U
���� 	� ���� ������ �� R

2N−n × R
n� ���� �� ��� ������� ����	��� 
�	���

������

�!$������ .�%� " ���
���� ��	�� $��% �� 	 
��� (u, ξ) : R ⊃ I →
T ∗M ��
� ��	� #ξ(t) = u̇(t)� " ���
���� ������� $�&% �� 	 
��	�����

��� ��
� ��	�

&>�-( Dξξ = 0.

 !((� .��� ��� ϕ : M̄ → M �� 
 ���� �"�������� 	�
��%
����� 
�� D

 ����	
�
	�
�� ���������� �� M�



"�� !"#$%"$#� &'  & %&(($"�"�)� *�'&#(�"�& ! -�,

#( ��" ��	�� v : I → M̄ �� 
� F⊥!��
� �������� �� 
 ������ ���
�!
��� ��	�� (u, ξ) : I → T ∗M ���� ��
� u = ϕ ◦ v 
�� v̇(t) =
#ϕ∗

v(t)(ξ(t))�
-( +�	 
�" ���
���� ��	�� (u, ξ) 
�� t0 ∈ I� ���	� �)���� ���� 
�

F⊥!��	�� v� ������ ���	 
 ������	���� �� t0�
<( (u, ξ) �� 
 ���
���� ������� �� 
�� ���" �� v �� 
 ������� �� 
�

F⊥!��
��

�	���� G� 	���������! ϕ �� 	 ����������� ���� ������� ��	�

#ϕ∗
v(t) : T ∗

ϕ[v(t)]M → Tv(t)M̄

�� ��K�
����  �� ��	�� �� Im#ϕ∗
v(t) = Tv(t)F⊥�

�� 
������
� (u, ξ) ���� v! ��� u := ϕ ◦ v: ξ �� �������� ��'��� ��
v̇(t) = #ϕ∗

v(t)(ξ(t)) ��
	��� v̇(t) ∈ TF⊥�

@�� ��� ��
��� 
�	��! �� ���� '��� 
����� 	 ����� �� ��� �����	��
ϕ−1(u(t0))�  �����	���� v̇(t) = #ϕ∗

v(t)(ξ(t)) ���� ��'��� v(t) �� 	 ������

������� �� t0�
��� ����� 
�	�� ������� ���� ��� ��'������ �� ��� ������ �	���	� 
���

��
����: ��� �������� ∇v̇v̇ = #ϕ∗
v(Dξξ) ������'�� ��� �������
 ���	�����

��� v 	�� (u, ξ)� ������

@�� ��� ���	����� �� ���� ��
����! D �� 	 *	� 	�� ������������ 
���
��		��	�� 
����
���� 	�� ϕ : M̄ → M �� 	 &��
	�( ���� ������
��
 ��	��
��	�����

�!$������ .��� "  
� F⊥�����	��� 
�	�� �� ��� ����� ��� ����
��
�	���	� 
����
���� ∇ �� ���� ����	��� �� �	���	� ����	����� ��� �� �	�
��	� 	 ������ �� M̄ �� F⊥������
�� &�� ����
	! �� ��
�	
���! �� ���"��!
��
�( �� �� 	�� *	� F⊥�����	��� 
�	�� �� �� 
����	�� &����	�! ��	��	��
!
��������	�( �� ��� ��	����� 
������	��� 	���� F⊥�

 � �	
�! &	�������  ���;� ���� �� ���� ��( 	 ������ �� F⊥���������	�
�� ���� �� �	���'�� ��� ���� *	� F⊥�����	��� 	��	�� ����� 
��
���� ��	���
���� ������ ���� ��� �	���	� 
����
���� ∇� ��� ��	��� �� ��	� ∇ �)�
����� �� 	 *	� �	���	� 
����
���� �� TM̄ ���� �����
� �� F⊥! 	�� ����
�� ������ ������ ����	� 
�	����� ���� �	
� �� ���	��� �� ��� �)�����
� ��
	 �	���	� *	� �	���	� 
����
���� �� ��� 
�����	� ������ �� 	 ����	�����

 !((� .�%� M = 0 �� 
�� ���" �� ��� ������� �������	 π̄ �� M̄ ��
F⊥!��
�	
����

�	���� "����� 	�� ����� �� M̄! 
������� 	 *	� ����	��� 
�	�� �� 	
������������ U � B��� ��� ������
��
 ����
���� �� M̄! ��� ����	� 
���
��
���� &�	���	� ����	����( ��'��� 	 *	�! ������������ 
����		��	�� 
���
��
���� �� U � /������� ��� ���	
��	���� M̄ �� U ! 	�� ��� ���	��������
�� ��� ���	
��	���� M �� M�



-�� �� ����� !

��� ��'������ �� 	 ������� �	� ��	��� ��	� ϕ∗ ����������� �������
��	
5��� �� ���
������ ��� ���	�������� ������� D 	�� ∇ ��	�� ��	�
ϕ∗ : Ω∗(M) → Ω∗(U) ����������� ��� ������� ��	
5��� �� ���
�����
	�� 1������� ��� �����
� 	�� ������� ���������� ���� ����� ��	� ϕ∗
����������� 	�� ����� �����	����� ������� ��	
5��� �� ��.������	� ������

��� ��'������ �� ��� ���	
��	���� ���� ����� ��	� ���	
��	�����
	�� ����������� 	� �������E @�� α, β, γ ∈ Ω1(M)!

&>�<( ϕ∗ [M(α, β, γ)] = M̄(ϕ∗α, ϕ∗β, ϕ∗γ).

H��! 	����� ��	� M = 0� ���� ������� ��	� 0 = M̄(α, β, γ) ��� 	��
α, β, γ ����	� �� F � G�
	��� U �� ������
��
! �� 
	� 	
��	��� 
������
M̄ ���� ��� ����� ����	��� �� ��� ������� ���
��� π̄ �� U � J��	����
&-�I�( ����� ��	� ��� 	��������� M = 0 �� ����	���� �� ��� 	�������
�� 	�� ����� ����	���� �� π̄ ���� �����
� �� ��	����� 
������	��� �� ����

�	���  � ����� �����! π̄ �� F⊥���	��	��
 �� ���� 
�	��� C�����! ���
�
���� ���5� ��� 	�� *	� 
�	�� 	����� 	�� �����! �� 
	� �	� ��	� π̄ ��
F⊥���	��	��
� ������

 !((� .��� &� ���	� �)���� ε ∈ Ωn(M) ���� ��
� d(π � ε) = 0 
��
Dε = 0� ���� ��� �"�������� ������ ��	� 1

N !ω
N ∈ Ω2N (M̄) �� F⊥!

�����
���

�	���� "�	��! 	����� 	� 	�����	�� ����� �� M̄! 
������� 	 *	� F⊥�
����	��� 
�	��� @�� 	�� α ∈ Ω1(M)! ��� ������	
5 �� ��� 
����		��	��
�������
� �� 	 �������
� ���� ��� �	���	� ����	��� 
����
���� ∂E

ϕ∗(D · α) = ∂ · (#ϕ∗α).

 � ��� ���	���� �� ���� =�#! d(π�ε) = 0 	�� Dε = 0 ��	� ��	� φ = 0�
G� ��� &=�-(! ��� 	�� f ∈ C∞(M)! D ·df = 0� ������� ���� �� M̄! �� �	�

&>�=( 0 = ϕ∗(D · df) = ∂ · (#ϕ∗df).

H��!

(#ϕ∗df) � ωN

N ! = d(ϕ∗f) ∧ ωN−1

(N−1)!

�� �)	
�! ��

0 = d
[
(#ϕ∗df) � ωN

N !

]

= ∂ · (#ϕ∗df) ωN

N ! + ∂#ϕ∗df
ωN

N ! .

��� '��� ���� 	������ �� ��� &>�=(� "� 	�� ����� �� M̄! #ϕ∗df 
	�

��� 	�� �
��� �� TF⊥� ��������� ��� ������
��
 ����� ���� ωN

N ! ��

F⊥�
����	��� ������

����""��1 .�.� &� M = 0 
�� ���	� �)���� ε ∈ Ωn(M) ���� Dε = 0

�� d(π � ε) = 0� ���� ��� �"�������� ��	� �� M̄ �� F⊥!���"����
��



"�� !"#$%"$#� &'  & %&(($"�"�)� *�'&#(�"�& ! -��

�	����

ω = (−π̄)N−1 � ω
N

N !
.

������

 !((� .�2� &� D �� ����
����� ���� 
 ���	�� ds2 �� M� ���� ���	�
�)���� 
 ������  
� ���	�� ds′2 (���� ��� �
�� ���
��	�) �� ��� ��
���
�� F⊥ ���� ��
��

&>�>( 〈#ϕ∗α,#ϕ∗β〉′ = ϕ∗[〈α, β〉]

���	� 〈 · , · 〉′ �� ��� ds′2 ����	 �	����� �� TF⊥ 
�� 〈 · , · 〉 �� ��� ds2

����	 �	����� �� T ∗M�

�	���� ���� �)�������� 
��	��� ��'��� 	� ����� �����
� �� ���� '���
�� TF⊥� "� 	���! D ���������� 	 *	� �	���	� 
����
���� ∇ 	���� F⊥�
G�
	��� �� ��� �	� ��� �����
� 	�� 
����
����� 	�� �����������! ��� ∇
����	��� �� ��� ������ �����
 ds′2 	�������

"���� 	�� ��	� �� F⊥! ∇ ��
���� ������ 	 &*	�( 
����
����! 	�� ds′2
	 �����
� ���� 
����
���� �� ��� ����/���	 
����
����! ���� ��� �����

�� *	�� ������

2� ��!(������ ����'�"��

" ���
�����	��� ������	���� �� ��.������	� ����� �� 
�	�	
�������
�� 	 
����		��	�� 
����
���� ��� ���
� ��� �������! 
��	����! 	��
���	
��	���� 	�����  � $��%  ������ ��	� �� 	 0���	���	� �	������
�� �������� ���� 	 ��	� ���
��	� ������! ���� ��� 
����		��	�� 
����
����
�� 
���	����� ���� ��� �����
�  ���� ��� ����*� ������� 	 ���� ���
���� ����	���� �� ���� 
��������! ����� 	 ��
� ��	5�� ������ �� ���
��	�
�������  �)��
� ��	� ���� 
���	�������� 
�������� 
	� �� ������ ����
	�� 
��
���� ������ �� ���
�����	��� ���������

0�
	�� ��	� 	 ���
��	� ������ (A,H, D) 
������� �� 	 C������ ��	
� H! 	�
�������� 	�����	 �� ������� ����	���� A! 	�� 	 �����	�K���� ���������
����	��� D! ��
� ��	� ��� 
�����	��� �� D ���� 	�� ������� �� A ��
��������

��� �������� �� 	 0���	���	� �	������ M 
	� �� ��
���� 	����
��	�
	��� �� 	 ���
��	� ������� ��� A = C∞

0 (M)! ��� D �� 	�� 8��	
�����
����	���! 	�� ��� H �� ��� C������ ��	
� �� ���	���������	��� ��
����� ��
��� ������ �� ���
� D 	
��� ��� �����
 
	� �� ��
����� ��
	��� ��
��� ��������

([D, f ])2 = −〈df, df〉
����� f ∈ C∞

0 (M) 	�� 〈 · , · 〉 �� ��� �����
 �	������ " ���
��	� ������ ��
�� ���� ����� 	 �����	���	���� �� 	 0���	���	� �	�������

8�.������	� ����� 
	� �� 
������
��� ���� 	 ���
��	� ������ &��� $.%
	�� ��
� ?�#(�  � �	���
��	�! Ω1

D(A) �� ��� A��������� �����	��� ��



-�- �� ����� !

������� ����	���� �� ��� ���� da := [D, a]! ��� a ∈ A�  � ��� 	���
�)	����! Ω1

D(A) ∼= Ω1
0(M)�

H�� ������� ��	� ����� �)���� 	 ������ ���
�����	��� ������	����
�� 	 ���
��	� ������ ���
������ 	 0���	���	� �	������� ������� ��	�
��� ��.������	� ����� 
������
��� ���� ���� ������	���� 	�� 	 ������
������	���� �� ��� ��.������	� ��	��� 	�����	 Ω∗

0(M)� B� �	� ���� ��
��
���� - ��	� ���� ������	���� �� Ω∗

0(M) �� ���
����� �� ��	���� �����
�� 	 ������� ����
���� 	�� 	 
����		��	�� 
����
���� D ���� 0 �������!

��	����! 	�� ���	
��	�����

�� ��� ��� ���� 
����		��	�� 
����
���� �� ���	��� �� ��� �����
!

������� ��� ������ ��������

&2�#( [a, ([D, b])2] = [a, [D, b]] [D, b] + [D, b] [a, [D, b]].

" 
�����	��� ��
� 	� [a, [D, b]] 
���������� �� 	 �����	����� �������
��	
5�� ��
� 	� {f, dh}� "� '��� ����� �� �! ��� �������� &2�#( ����

{f, 〈dh, dh〉} = 2〈dh, {f, dh}〉 = 2〈dh,Ddfdh〉,
��� ���� �� ������ ��� 
�������� ��	� ��� 
����		��	�� ����	��� �� ���
�����
 �� 0� ���
� D �� ������������! ���� ��	�� ��	� D �� &�� ��'������(
��� �����
 
����		��	�� 
����
�����

�������� ���� ��� 
���	�������� ���� ��� ����� ����! ���� ���� ���
��������� ������ �� 
���	��������E

�!$������ 2��� @�� ��� �������� �� ���� �	���!  ���� �	� ��	� 	
�����
 	�� ������� ����
���� 	�� ����
����� ��

#( ��� �����
 
����		��	�� 
����
���� D �� *	��
-( ��� ���	
��	���� &�� D( 	������E M = 0�
<( ��� ������� ����
���� �� 
���	����� ���� ��� 0���	���	� �����

����E
d(π � ε) = 0.

2���  ���" ��������!�  � ���� �����
����! M �� 	 
���	
�! 
����
���
0���	���	� �	������ ���� 	 �����
 ������ gij 	�� 	 
���	����� �������
����
���� π� ��� 	�	����� ���� �� �	��� �� ����	����� 	������� ��� ����
��� ����
�����E " 
��������� ���
���� �� 	 
���	
� �	������ �� �������!
	�� 	 ������� ��������	� �� 
����	���

��� ��
	� ���� �� ��� ������� ���
��� π �� ��'��� ��

|π|2 := 1
2π

ijπklgikgjl.

���� �� 	 
��������� ���
���� 	�� M �� 
���	
�! �� ����� �� 	��� 	 ����	�
����!

‖π‖ := max
x∈M

|π(x)|.

��� ���� �� 	�� ������
��� �� ��.������	� ���� �� ��'��� 	�	���������
8�	� �� ��� ��
������ TF⊥ ⊂ TM̄! ����� �� 	 ������
���� �	�

Ω∗(M) → Ω∗(F⊥) = Γ(M̄,Λ∗T ∗F⊥).
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��
	���! ���� ���� ��� ������	
5 �� 	 ��.������	� ���� �� �	
� ��	� �� F⊥�
��� ω0 ∈ Ω2(F⊥) �� ��� ������
���� �� ��� ������
��
 ���� ω ∈ Ω2(M̄)�

 !((� 2��� +�	 
�" ���
� ���� 	�
��%
���� �� M� ω0 �� F⊥!�����
���

�	���� ��� 
��	����� �������
 *�� �� ���� �� 	 ������ �
��� '���
�� T ∗M� ��� �������
 ���	���� &>�-( �������� ��� ���� |ξ(t)|! �� ���
�������
 *�� �� �	����� �� ��� ������ ����������!

{
ξ ∈ T ∗M

∣∣ |ξ| = C
}
,

���
� 	�� 
���	
� ��� �	
� C ≥ 0� ���� �� ���� 	 
������� �
��� '���
	�� ������	��� �� ��� 	 
������� 
��	����� �������
 (u, ξ) : R → T ∗M
������� 	�� ����� �� T ∗M�

@�� 	�� t0 ∈ R! ����� �)���� 	 ������
��
 ��	���	���� ϕ : M̄ → M
��� u(t0)� G� ���� >�2! ���� ��'��� *	� 0���	���	� �����
� �� ���
F⊥���	�� �� M̄� G� ���� >�-! (u, ξ) ����� �� 	 �������
 v �� ��� F⊥���	�
��� u� ��� ������	
5 �� ��� ��
	� ���� |π| �� M̄ ��

ϕ∗|π| = |ω0|,
��� ���� �� ω0 ���� �����
� �� ��� *	� �����
 �� F⊥���	��� G� /��� >�>!
ω! 	�� ���� ω0 	�� |ω0|2 	�� F⊥���������	�� ���� ��	�� ��	�

|π(u(t))|2 = |ω0(v(t))|2

�� 	 ��������	� ��� t ≈ t0� C��
�! |π(u(t))|2 �� 	 ��������	� ��� 	�� t ∈ R�
���� ��������	� �� ������� �� ‖π‖2! ��������� �� �� 
����	��� �������

���� ����� �� M ����� 	�� 
��	����� �������
� �	����� �� 	�� ����
����
�	����� �� ��� ������
��
 ����	���� S! ��������� |π| �� S�
����	���

H��! ��� 	�� ������
��
 ��	���	����! ���� ����� ��	� |ω0| = ϕ∗|π| ��
F⊥�
����	��� G�
	��� ω0 �� F⊥���������	�! ���� �� ������ �� ���� ��	�
ω0 �� F⊥�
����	��� ������

 !((� 2��� �	���� 
�" 	���
	 ����� x0 ∈ Mreg (���� rkπ(x0) =:
2m) ���	� �)���� 
� S!����
��� ��
	� ���� ��
����� ���	���
��� {xa}2m

a=1


�� �	
����	�� ���	���
��� {zα}n−2m
α=1 ���� ��
�$

#( #�� ���������� �� π 
	� �����
�� �� ���� ���	���
�� �"�����
-( #�� ���	�� �� �� ��� ��	�

&2�-( ds2 = g‖
ab(dx

a −Aa
αdz

α)(dxb −Ab
βdz

β) + g⊥αβdz
αdzβ

���� g‖
ab 
�� g

⊥
αβ ����������� �� x� Aa

α �� ���"����
� �� x� 
�� ��	
�)�� z 
�� α� Aa

α 
	� ��� ���������� �� 
 .
�������
� �����	 ����
�� ��� �"�������� ��
��

�	���� @���� 
������� 	�� S�
����	�� ���
���� Z! ��'��� ��� 	 ������
������� �� x0� ���� ��	�� ��	� #dZ = 0� " ����
� 
	�
��	���� �����
��	� 0 = DidZj + DjdZi &��� $��! ��� &2�=(%(� ���� �� ��� 	�	�����
�� 3������;� ���	�����  � ϕ �� 	� ��������
 ��	���	����! ���� #d(ϕ∗Z) ��
�	����� �� F⊥ 	�� ������
�� �� 	 3������ �
��� �� �	
� F⊥ ��	�� "��



-�� �� ����� !

��� ��
� ���
����� ��������
������ 	�� ���� ��'�� 
�������� 3������
�
����� H��� ��	� ϕ∗Z �� F⊥�
����	���

��� ϕ : M̄ → M �� 	� ��������
 ��	���	���� ��� x0! ���� M̄ ��	��
������ ��	� ��� ��	� ��	
� M̄/F⊥ �� C	�����.! 
����
���! 	�� ������

����
���� ��� {zα}n−2m

α=1 �� 	 ������ �� 
������	��� �� M̄/F⊥! �� ���
����	���� F⊥�
����	�� ���
����� �� M̄�

8�'��3 ε(α) := #dzα ∈ Γ(M̄, TF) ��� α = 1, . . . , n− 2m� ����� 	��

����	��� 
�������� 3������ �
���� �� ��� ��	�� �� F⊥� ���� ���� 	
�	��� ��� TF ��
	���

ε(1) ∧ · · · ∧ ε(n−2m) = #
(
dz1 ∧ · · · ∧ dzn−2m

)

�� ���	��������
��� T ⊂ M̄ �� 	 ������ ��	�����	� �� F⊥ &�������
���� ϕ−1(x0)(:

���� �� �	�	�������� �� ��� z;�� /����� {e(a)} 2m
a=1 ⊂ Γ(T , TF⊥)! 	 �	�

��� �� ��� ��������	� 
��������� �� TF ⊂ TF⊥ &	���� T ( ��
� ��	�
ω(e(a), e(b)) 	�� 
����	��� J)���� ����� �
���� �� 	 ������������ ��

T �� ��������� ��	� ���� �� F⊥�
����	��E 0 = ∇e(a)� ����� 	�� &��

�	���
��	�( ����	��� 
�������� 3������ �
���� �� ��� ��	�� �� F⊥�
G�
	��� ω0 �� F⊥�
����	��! ��� �	���	� 
����
���� ∇ �������� ���

��������� TF = kerω0 ⊂ TF⊥ 	�� ��� �
���� ε(α) 	�� ��������	� ��

TF ���������� G�
	��� {ε(α)}n−2m
α=1 	�� 3������ �
���� ��	����� TF !

	�� ����	��� ��������	� �� TF ���� 	����! ��

[e(a), ε(α)] = ∇e(a)
ε(α) −∇ε(α)

e(a) = 0.

��! �� �	� 	 �	��� �� ����	��� 
�������� �
���� �	����� �� F⊥
��	� T � J)�������	���� �����! �� 
	� 
������
� 
������	��� {xa}2m

a=1!

{yα}n−2m
α=1 ! 	�� {zα}n−2m

α=1 �� 	 ������������ �� T ��
� ��	� ∂
∂xa = e(a)

	�� ∂
∂yα = ε(α)�

���� �� 	� F⊥�����	��� 
�	�� ���� ��	������ 
������	��� zα�  � �� 	���
	� F �����	��� 
�	�� ���� ��	������ 
������	��� xa 	�� zα� �� ��� ����
	������ �	�! ��� z;� �	�	������� ��� ��� �� F⊥���	��! ��� x;� �	�	���
����� ��� ��� �� F ���	�� �� �	
� F⊥���	�! 	�� ��� y;� 	�� 
������	��� ��
�	
� F ���	�! 	� ����
��� �� ��� '�����

G�
	��� ��� ε(α);� 	�� ��������	� �� ��� e(a);�! ��� F⊥ ��	� �����

�	5�� ��� ����

ds′2 = g′abdx
adxb + g′αβdy

αdyβ�

G�
	��� ����� 	�� 3������ �
����! ��� 
��������� g′ab 	�� g′αβ 	�� ���
�

����� �� ��� z;� 	����� ���� ����� ��	� ���� �� 	  
� F⊥�����	��� 
�	���
��� y�y�
��������� �� ω 	���� ��
	��� F �� ��������
� ��� x�y�


��������� 	���� ��
	��� &�� ��'������( F⊥ �� ������
��
	��� �������
��	� �� F � G� ��'������! ε(α) � ω = dzα� B��� ���� �� ����! ���

3 �� ����& $���������� �� ��$����!� ���� ��� ����( �� ��� � ������ ����(�
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y

x

z

	�#��! ��  � ���� �5��
�! ��� ��	��� ��������� F⊥���	��:
��� ����� ��������� F ���	���

������
��
 ���� ����
�� ��

ω = 1
2ωabdx

a ∧ dxb + ωaβdx
a ∧ dzβ + dyα ∧ dzα.

��� '��� ���� �� ω0! 	�� ��������� ωab = ω(e(a), e(b)) �� 
����	���

��� ������� ���
��� π̄ �� M̄ �� �� 
����� ���� �� �������� ����
������
��
 ����� ��� ������� ���
��� �� Imϕ ⊂ M �� ���� �� ��� x
	�� y 
��������� �� π̄! ��� �� �����! ���� ��� x�x�
��������� �	� ��
�������� ���� ��� ������� �	�� �� π �� πab! ���
� �� ��� ������ �	���)
�� ωab 	�� �� 
����	�� �� ����� 
������	����

��� �����
 �� Imϕ ⊂ M �� 
������
��� �� ����� ω �� ����� ���
����
�� �� ��� 
����		��	�� ���� �� ds′2� ���� ����

ds2 = g′cd(ωcadx
a + ωcαdz

α)(ωdbdx
b + ωdβdz

β) + g′αβdzαdzβ.

���� �� �� ��� ���� &2�-( ����

Aa
α := πbaωbα.

G�
	��� ω �� 
����� 	�� ωab 
����	��! ωaαdx
a �� �)	
�� ��������� Aa

α ��
	 C	�������	� �
��� '��� �� ��� ����� 
�	����� ������

����� ������� 
	� �� ����	��� �� ������ ��������
 �����E

#( ��� ������
��
 ����	���� S �� 	 0���	���	� ����	���� $�2% �� Mreg�
��	� ��! ��� �����
 ���
���� �� 	 �������'��� ��	������ �����

g⊥αβ� ���� �� 	 �����
 �� ��� ��	� ��	
�! �� ��� �)���� ��	� ��� ��	�
��	
� �� ��	��������

-( ��� ����
�� ��	� �����
 g‖
ab �� *	�! ���� ��� ��	�� 	�� ��
	��� 	7��

	�� �� ���� ����� ��� ������
��
 ���� �� 
����	�� �� �	
� ��	��



-�� �� ����� !

<( ��
	���! S ���5� ��5� 	 ������ �� ������
��
 	7�� ��	
��� @����
��� ��������	��� �� S ��'��� 	 
����
���� ∇ &��� ���
� Aa

α ��
��� �������	�(� ��� ����
���� ��� 	�����	 �� ��	� �� ��������	�
C	�������	� �
��� '���� �� R

2m�

����""��1 2�%� #�� 	���
	 �"�������� ��
���� ���� ����	 ������� '��!
�
���
� �����	"� 
	� �������
��" ���������

�	���� B� 
	� 
������ |πm| �)���
���� ���� ��� 	��� 
������	��
�)����������  � �� S�
����	���

������� ��	� u : [0, 1) → M �� 	� ��
�������! ���)�������� �������

�� 	 �����	� 2m����������	� ��	�� G�
	��� M �� 
���	
� 	�� |u̇| �� 
���
��	��! ���� �)����� 
����������� �� u : [0, 1] → M� ��� ����� u(1) ����
��� ��� �� ��� ��	�! ���� rkπ[u(1)] < 2m 	�� |πm[u(1)]| = 0� C�����!
|πm[u(t)]| �� 
����	�� 	�� ������� ��� t ∈ [0, 1)! 
����	��
���� ��� 
�����
����� �� |πm|� ��������� ����� ���� ��� �)��� 	� ��
�������! ���)��������
�������
� ������

��� �)������
 
��	���� �� S �� K := 1
2∇ds2‖� ���� �� 	 ��
���� ��

T ∗S ⊗ T ∗S ⊗ N∗S! ����� N∗S �� ��� 
�����	� ������ �� S� ���� ��
�	���� 
������� ��� ��� �����
 ���� &2�-(E

Kabα = 1
2

(
g‖
ab,α +Aaα,b +Abα,a

)

����� �	��� ����
�� 	�� ������� ���� ��� ��	� �����
 g‖
ab� /���	� ������

�	���	� ����	�����

 !((� 2��� Aa
α ������� ���" ����
	�" �� ��� x/� (����� �� �� S!����
	)�

�	���� @����! 
������� ��� ��	
� �� ��� �)������
 
��	����E

(trK)α := Ka
aα = 1

2g
ab
‖ g

‖
ab,α +Aa

α,a.

��� �	�� ���� 	������ ��
	��� Aa
α �� C	�������	�� �� Ka

aα �� 
����	��
	���� S� &���� �� 	
��	��� 	 
������	�������������� ��	������: ��� �����
	���� ���������� 	 
	����
	� *	� �	���	� 
����
���� �� N∗S 	���� S�(

��� 
��������� Rabcd �� ��� 0���	�� ������ �	�	���� �� S 
	� ��

������� ���� ��� �)������
 
��	����E

Rabcd = KacαK
α

bd −KadαK
α

bc .

��� ��	
� �� ���� ��

&2�<( gac
‖ g

bd
‖ Rabcd = trK2 − (trK)2 = KabαK

abα −Ka
aαK

b α
b .

��� �	�� ���� �� S�
����	��� ���� ���� ��� ��
���	���� �)���� �� 	

��������� ���
���� ������ Mreg� C�����! &2�<( �� ������� �� �����
�� ��� ���� �� ��� 0���	���	� 
��	���� �� M� ���� ��	�� ��	� K
���� �� �������� ���
� A �� ��������	� �� x! �� �� K 	�� �� ���� ��
����������� �� x�

���� ����� ��	� Aaα,b +Abα,a �� ����������� �� x! ���
� ������� ��	�
Aa

α �� ����	� �� x� ������
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���� ����� ��	� ��� ����
���� ����� �� ∇ ����
�� �� ISp(2m,R)!
��� ����� �� 	7�� ������
�����������4 �� R

2m� ���� �� ��� ��
�
��5� ��� �������� �� 	 3	���	�3���� ����� &��� ��� ����� $�.%(�  � 	
3	���	�3���� �����! M	���D���� &�	���( ������ �� ��	����� ��������
	���
�� 	 ������ �� ����������� ��	
�� �� ��� �	��� ������ ��� M	���
D���� �	��	���	� &�	��� 
��	���� ���	���( �� ��
����� 	� 	 ���� ��
��� J��������C������ �	��	���	� &0���	���	� �
	�	� 
��	����(� C���!
ISp(2m,R) ��	�� ��� ���� �� ��� �	��� ����� 	�� ∇ ��� �	��� 
����
�
�����

��� 
��	���� �� ∇ ��

F a
αβ = Aa

β,α −Aa
α,β +Ab

αA
a
β,b −Ab

βA
a
α,b.

���� ������ �� ������� �� 	� 	 �
��� '��� &��� R
2m( 	���� 2�����

&��� ��� ��	� ��	
�(�

 !((� 2�.� &� ���� ������	���� �� 
�" 	���
	 ����� ���	� rkπ =
2m� ���	� �)��� 2m �������� ,����� �����	� {XA} 2m

A=1 ����� ��
� TS�
#�� ������� �������	 �
� �� �)�	����� 
�

&2�=( π = 1
2ΠABXA ∧XB

���	� ��� �
�	�) ΠAB �� �����
�� 
�� ��������	
���

�	���� ��� �
	�	� 
��	���� R �� M 
	� �� 
������� �� ����� �� ���
��	������ �����
! ��� ��	� �����
! 	�� ∇� ��� ���� ���� �� R ���
� ��
��� ��
���	���� S�
����	�� �� ��� M	���D���� ����

−1
4F

2 := −1
4g

‖
abg

αγ
⊥ gβδ

⊥ F a
αβF

b
γδ.

G�
	��� R �� �������! F a
αβ ���� �� �������� C�����! F a

αβ ���� ��
��������	� �� x! 	�� ��������� �� �� ����������� �� x�

 � ����� �����! ��� 
��	���� �� ��	���	���� 	����� ���� ��	�� ��	�
��
	���! �� 	 �	��� &
������	��( ��	������	����! Aa

α 
	� �� �	�� �����
������� �� x� B��� ��
� 	 
������	�� 
���
�! 	�� 
��������� �� ���
�����
 &2�-( 	�� ����������� �� x� ���� ��	�� ��	� ��� �	��� �
���� ��
x�����
����� 	�� 
�������� 3������ �
����� ��� {XA} 2m

A=1 �� ���� �	���:
��	� ��! Xa

A = δa
A 	�� Xα

A = 0� ��� 
��������� �� π �� ���� 
������	��
������ ��
��� ��� 
��������� �� π �� ���� �	���� 0��	���� ����� 	�
ΠAB! �� �	� ��� &2�=(� ������

��� '�	� ���� �� �� ���� ��	� ���� 2�> ������� ��	� ��� ��
����������
&2�=( �)���� �� 	 ������������ �� 	�� �����! ��� K��� 	�� �����	� ������
�� �� ����!  ���� ��� 3������ �
���� 	� 
����� ���� 	 �	���� ������� ���
∇ �� ��� ����/���	 
����
���� �� M�  � X ∈ Γ(M, TM) �� 	 3������
�
���! ���� ∇X �� 	�����������
 &���� �����
� �� ��� �����
(! �� X 	��
∇X �������� ���� 	 ��
���� �� ��� ������ iso(TM) := TM ⊕ Λ2TM:

4ISp ������ ��� �������&������ �"�$������ &���$#�



-,� �� ����� !

�������! ��� ��
��� ����	��� 
	� �� �)������� �� ����� �� X 	�� ���
0���	�� �������

G	��� �� ����! ��'�� 	 
����
���� �� iso(TM) ��

∇̃Y (X,w) := (∇YX − w(Y ),∇Yw −R(Y,X))

����� Y ∈ Γ(M, TM) 	�� (X,w) ∈ Γ(M, iso(TM))�  � X �� 	 3������

�
��� ���� 0 = ∇̃(X,∇X)� /��������! 	�� ∇̃�
����	�� ��
���� �� ����
�� 	 3������ �
��� �� ���� �	��

��� 2m �� ��� �	)���� �	�5 �� π�

�+!��!( 2�2� 0��	 
�" �����" ��������� ���� ������ �� M� π ��
���� �" 2m �������� ,����� �����	� 
�

π = 1
2ΠABXA ∧XB

���� �����
�� ���������� ΠAB� #�� ��� {(XA,∇XA)} 2m
A=1 �� 
 �
��� ��

∇̃!�����
�� �������� �� 
  
� ��������� V ⊂ iso(TM)�

�	���� ���� ����� 
������� �� ����	����� 	������� 	������ ������ �����

����E  � 	 
��������� ��
���� 	������ ��� ���� ������������ �� 	��
�����	� �����! ���� �� 	������ ��� Mreg 	�� �� 
��������� �� 	������
��� M� ���� 
	� �� 	������ �� 	�� �������� ��	� 
	� �� �)������� 	�
��� 	������� �� 	 
��������� ��
�����

��� x0 ∈ Mreg �� 	� 	�����	�� �����	� ������ G� ���� 2�>! �� ����
������������ U � x0! �� �	� ��� ��
���������� &2�=(� @��� ����! ��


	� 
������
� X̃A := (XA,∇XA) 	��

&2�>( π̃ = 1
2ΠABX̃A ∧ X̃B

��� U � G�
	��� �	
� XA �� 	 3������ �
���! 0 = ∇̃X̃A! 	�� ��

0 = ∇̃π̃.
���� π̃ ∈ Γ(U,Λ2 iso(TM)) �� �	�� �� �� ����� 
���������: ��� '��� ��
π ������! 	�� ��� ������ 	�� ��
����� �� TM⊗ so(TM) 	�� Λ2 so(TM)!
����� so(TM) := Λ2TM�
� �	��	�! π̃ �� ���� ��'��� ��� U ! 	�� 	���	�� �� ������ ���� 	


���
� �� ��
����������� C�����! ������ ��	�

Aij
k := 1

2

(
πij

|k − π
j |i
k − π

i |j
k

)
= ΠABX i

AX
j
B|k

	��
Bij

kl := Aij
l|k + πimRj

klm = ΠABX i
A|kX

j
B|l

	�� ��� ����� 
��������� �� π̃� 6�������! A 	�� B 	�� ���� ��'���
������� ��� M� "������� B �� ��� �)���
���� 	 ��
���� �� Λ2 so(TM)!
�� �� ��� U : �� 
���������! �� �� ��� M�

��! �� 
	� ��'�� π̃ ∈ Γ(M,Λ2 iso(TM)) 	� ��� ����	� ��
���� ����


��������� π! A! 	�� B� ���� �	���'�� 0 = ∇̃π̃ ��� U : �� 
���������!
���� �� ���� ��� M�
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���� ������� ��	� π̃ �	� 
����	�� �	�5 &���
� ���� �� 2m(�  � ����
��	�� 	 ��������� V ⊂ iso(TM)� 6�� U ! ��� ��
���������� &2�>(

����� ��	� ��� ��
����� {X̃A} 2m
A=1 ��	� V � ���
� 0 = ∇̃X̃A! ��� ������
�

���� �� ∇̃ �� V �� *	� ��� U : �� 
���������! �� �� *	� ��� M�

"�� ∇̃�
����	�� ��
���� �� V ��� U �� 	 
����	�� ����	� 
�����	�
���� �� {X̃A} 2m

A=1: ��� TM�
�������� �� ��� �	�� ����	� 
�����	���� ��

{XA} 2m
A=1� ���������! ��� TM�
��������� �� ∇̃�
����	�� ��
����� �� V

��� U 	�� ����	��� 
�������� 3������ �
����: �� 
���������! ���� ��
���� ��� 	�� ���	�� �� M�

H�� ������ ��� XA 	�� X̃A ���� 	���� 6�� 	�� ������ 
����
���

���� ���! ����� �)���� 	 �	��� {X̃A} 2m
A=1 �� ∇̃�
����	�� ��
����� �� V �

 � ���� �	���! π̃ �	� 
����	�� 
���������! ΠAB� 8�'���� XA 	� ���
TM�
�������� �� X̃A! ���� ���� ��� ������� ��
���������� �� π� ������

2��� 3"���" ��������!�

�+!��!( 2�,� ��� M �� 
 ���������� ����
�� '���
���
� �
������

���� 
 ����
����� ������� ��	����	�� #��	� �)���� 
 ����	�� M̃ 
�� 


��� 	��� G �� ������	��� �� M̃ ���� ��
�$

#( M �� ��� �������� M̃/Γ �" 
 ����	���� ������
�� ���	��� Γ ⊂ G�

-( #�� ������� ��	����	� �� M̃ �� ������� �" 
� AdG!���
	�
�� �����!
��	 Π ∈ Λ2g� ���	� g �� ��� ��� 
���	
 �� G�

<( #�� ��
� �� Π 1�� g2 ������" ���	
��� 
 ��������� 
����
� ��	�
�
���	��� T � G�

=( Γ ∩ T = {e} 
�� ��� ���	��� T Γ ⊂ G ���	
��� �" Γ 
�� T ��
������

�	���� /����� ���� &	�����	��( �	�� ����� �� M� ��� Γ �� ��� ���
������ ����� ��� ��� *	� ������ V ⊂ iso(TM)! ���	���� 	� 	 ���
����

������ Γ �� 	 �������� �� ��� ����	����	� �����! �� �� 
	� ��'�� M̃
	� ��� 
������ �� M ���� 
������ ����� Γ� ��� G1 �� ��� &���( �����

�� ���������� �� M̃ ��	� ������� ��� ������� ����
���� &����! �������
����������(�

G� 
������
����! Γ ⊂ G1! M ∼= M̃/Γ! 	�� V �� ����	��� *	� ��� M̃�
��! ��� 3������ �
���� XA �)��� ����	���! 	�� π = 1

2ΠABXA ∧XB ���

M̃�
���
� ��� 3������ �
���� XA 
������! ��� ��
���������� ����� ��	�

���� ������� π� C��
�! ���� 	�� �������� �� ��� ��� 	�����	 �� G1�
��� T ⊂ G1 �� ��� ��� �������� ������� �����	��� �� {XA} 2m

A=1� ����
�� 	����	� ��
	��� ��� XA;� 
������� G�
	��� π �� G1���	��	��! Π ��
AdG1���	��	�� 	�� T �� ����	��

8�'�� G 	� ��� 
������ �� ��� �������� T Γ ⊂ G1� G�
	��� G ⊆ G1 ��
	 
����� ��������! �� �� 	 ��� ������ G� 
������
���� Γ ⊂ G 	�� T � G�



-,� �� ����� !

��� ��'������ �� Γ ������� ��	� ��� 	�K���� 	
���� �� Γ �� T �� 	
�	������ ���������	����� G�
	��� T �� 	����	�! ��� �
���� XA 	�� T �
��	��	��� ��������� Γ ∩ T = {e}�

@�� ���� 	�����	�� ����� x ∈ M̃! ��� Hx ⊂ G ⊂ Isom(M̃) �� ���

�������� ��	��� x ')��� G�
	��� M &	�� ���
� M̃( �� 0���	���	�
&���� ������� ��'���� �����
( Hx �� 
���	
�� ��� Ox �� ��� 
������
�� ��� ������
��
 ��	� ������� ��� ��	�� �� x �� M� ���� �� �	���	���
������'�� ���� ��� ������ �������� Hx\G/Γ� G�
	��� M �� 
���	
�!
Ox ���� �� 
���	
� 	�� �� G/Γ �� 
���	
��  � ����� �����! Γ ⊂ G ��

�
���	
�� ������

H��� ��	� 	� AdG���	��	�� ���
��� �� Λ2g �� ��� �	�� ����� 	� 	
�����	��	�� &���� 	�� ����� ��	��	��( ���
��� '��� �� G�  � �	
� $��!
���� #L�=% 	 �����	��	�� ������� ����
���� 	��	�� 
���� ���� 	� 	����	�
����	� �������� �� ���� �	��

�+!��!( 2��� ��� M �� 
�" '���
���
� �	 ������!'���
���
�

�
������� &� M̃ �� ���� ����	�� �� M� 
�� G �� 
 ��� 	��� 
����

�" ������	��� �� M̃ ���� ��
� M �� ��� �������� �� M̃ �" 
 ���	��� ��
G� ���� 
�" AdG!���
	�
�� ������� �������	 Π ∈ Λ2g ������� 
 ����!
��� ��	����	� �� M ����� �� ����
����� ���� ��� ���	�� �� ��� ����� ��
3�������� 2�#�

�	���� 6�������! Π ����
�� 	 G���	��	�� ������� ����
���� �� M̃!

��� M �� ��� �������� �� M̃ �� 	 �������� �� G! �� ���� ����
�� 	
������� ����
���� �� M� ��� 
���	�������� 
��������� �� �������� 	��

	�� ��
	�! �� �� �� ��7
���� �� 
��
5 ���� �� M̃�
G� ������� #L�= �� $��%! Π ��	�� 	� 	����	� ���	� t ⊆ g� �� Π ∈

Λ2t� ���� ��	�� ��	� ��� ������� ����
���� �� M̃ 
	� �� ������� 	�
1
2ΠABXA ∧ XB ����� {XA} �� 	 �	��� �� 
�������� 3������ �
����
��	����� t�

��� ����� 
�������� �� ���	��������	�� �� 
��
5 &L ������� ��� ���
����	���(E

d(π � ε) = 1
2ΠABd[(XA ∧XB) � ε)

= ΠABXA � (LXB
ε) − 1

2ΠAB [XA, XB] � ε = 0

��
	��� ��� �
���� XA ������� ��� ����� ���� 	�� 
�������
���� 
����		��	�� 
����
���� D �� ��'��� ��

Dαβ = ΠAB(XA � α)LXB
β,

��� 	�� α, β ∈ Ω1(M̃)� ���� �� 
���	����� ���� ��� �����
 ��
	��� ���
XA;� 	�� 3������ �
�����

 � �� ��7
���� �� 
������ ��� ������� ����� �)	
� 1������� H�����
��	�

Ddfdh = ΠABXA(f)d[XB(h)],
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�� �	�

T (df, dh) = Ddfdh−Ddhdf − d{f, h}
= ΠAB [XA(f)d(XBh) + d(XAf)XB(h) − d(XAf XBh)]
= 0.

���� ����� ��	� ���� D �� �� �	
� ��� �����
 
����		��	�� 
����
�����
"�	��! ��� t �� ��� 	����	� ��� 	�����	 ��	���� �� {XA}� 4��� 	��

�����	� ����� x0 ∈ M̃! 	�� 
��
��� 	� x0 �)����� �� 	 t���	��	�� 1�
���� �� 	 ������������ �� x0� ��� γ �� ��
� 	 t���	��	�� 1������  ��

����		��	�� ����	��� 	������! Dγ = 0� /�����������! K(α, β)γ = 0
	�� �� K = 0 	� x0� ��� 
��	���� 	������ 	� ���� �����	� �����!
��������� K = 0 ����������

��� '��� �)�������� ��� D �����	����� �� ��� ��� ������� ��	
5�� �� 	
���
���� 	�� 	 ��.������	� ����!

{f, σ} = ΠABXA(f)LXB
σ.

��� ������� �������� &-�>( ���� ������� ��	� ��� ��	
5�� �� ��� 1������
���� ��!

{α, β} = ΠABLXA
α ∧ LXB

β.

"�	��! ��� γ �� 	 t���	��	�� 1����� �� ���� ������������ �� x0�
����� ������N ���� ��	� 	�� �����	����� ������� ��	
5�� �� γ ���� 	
���
���� �� 1����� ���� 	����� ���� �� ��� &-�A(! M(df, β, γ) = 0� ����
����� ��	� M = 0 	� x0! ���
� 	� ���� �����	� �����! ���
� ����������

������

����� ��� ������� ���� ��	� �� ��� 
	�� �� 	 
���	
� 0���	���	�
�	������! 	 ������� ����
���� �� 
���	����� ���� ��� �����
 �� 	�� ����
�� �� �� ����
�� �� ���� �	� ���� 	 �����	��	�� ������� ����
���� �� 	
������

������� 2�? ���� ����� ��� �� 
������
� 	�� �)	����� �� 
���	�����
������� ����
������ ���� 	�� 
�	���'�� �� ������� (G,Γ,Π) �� 	 ��� �����!
	 
�
���	
� ���
���� �������� 	�� 	 �����	��	�� ������� ����
����! ��
�
��	� Γ 	�� ��� ��	� �� Π ������� �����	�� G�

B������ ��� ���	
��	���� ������
���� 	������! ��� �� 0�	� 
���
���) �� ��.������	� ����� ��
���� 	 ��.������	� ��	��� ������� 	�����	�
���� �� ���
����� ��� �	���	� ��7
���� 
�������� ��� ��� �����	����� �����
��� ��	
5��� �� ���
��� �� �� 0�	� 
����������  � �� ���� �	���	� ��
	�5 ��	� ���� ���� �� ��� 
	��� �� �	� ���� 
����������� ��� 	�����
�� ���	����������� ����	��

)��-������� 2�/� &� M �� 
 ����
�� '���
���
� �
������ ����

 ����
����� ������� ��	����	�� ���� ��� ������� ������� �	
���� ��
�� '�
� ��������" �� 0�
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�	���� @������! ����� ��� ������� �������� &-�=(! �� 
	� �)��	���	�� ��
	� �)���
�� ������	 ��� ��� �����	����� ������� ��	
5�� �� ��� ��.������	�

����� σ, ρ ∈ Ω∗(M̃)!

{σ, ρ} = ΠABLXA
σ ∧ LXB

ρ.

 � σ 	�� ρ 	�� 
�����! ���� ���� 
	� �� ��������� 	�

{σ, ρ} = ΠABd(XA � σ) ∧ d(XB � ρ)
= d[(XA � σ) ∧ LXB

ρ].

��� �	�� �)�������� �� ��	
5��� �� K��� 	 
����	
���� �� ρ ���� Dσ ∈
Ω(M̃, TM̃)�  � ���� �	�! ��� ������	 ���
���� �� M�  � σ, ρ ∈ Ω∗(M)
	�� 
����� ����� �� M! ���� Dσ ∈ Ω∗(M, TM) 	�� �� {σ, ρ} �� �)	
��

������

����� �� �� ������ ��	��� ��� ��� ��	
5�� �� 
��������� �� 	����
�� ���	��� �����	����: ���� �������� 
	� �� 
��������� ��� 	�� �������
�	������ ��	� �	� 	 
����		��	�� 
����
���� ���� 	������� �������!

��	����! 	�� ���	
��	����� 1�������	����! ��� ���� ����� �)	�����
��	�  ���
���� �� ���� �	��� 	�� S2 	�� R

3 &�� ��
����� < 	�� I(: ��
����� 
	��� ��� ��	
5�� �� 
��������� 	������ ������ ��
	��� ��� 
��
�������� �� ����	��

,� �-!����" ���-"!�

 �	� ����� ��	� ��� 
���	�������� 
��������� �� 8�'������ 2�# 	��
��
���	�� ��� ��� �)�����
� �� 	 �������� ���
�����	��� ��������
���
� �����
�� ��.������	� ����� 	�� ������	�����  �	� ��� ����� ��
����� 
��������� 	�� ��7
����� "�  ��	�� �)��	��! ���� 	���	�� �� ��
�������	��� ���� ������� ��	� ��� ������� ����
���� �� ������ ����	���
������	����

 �	� ����� �� �� 	� �����	� 	� �������� �� ��� ����� �� 	��������
�� 	 ���
�'
 ������ �� ���
�����	��� �������� ���� ��	� ��
���	���
 � ����� �� ���
��� ��� ��7
���
� �� �� 
���	�������� 
���������! �� ��
	�������	�� �� �� 	 ��� ���� 
��
���� ����

,��� ��4!�!����" 	��(�� /����� $.% �	� ���� 	 ��� �����	� ��
���
��� 
������
���� 	 ��.������	� ��	��� 	�����	 �� +���
�����	��� ��.���
����	� �����, Ω∗

D(A) ���� 	 ���
��	� ������ (A,H, D)� 4��� ��� 8��	

����	��� 	�� 	�����	 �� ������ ���
����� �� 	 
���	
� ���� �	������!
���� ��
���� ��� ��.������	� �����E

Ω∗
D[C∞(M)] ∼= Ω∗(M).

��� 
������
���� 	������ ������� ��	� ��� 
�����	��� �� D ���� 	��
������� �� A �� ��������  � ������ �� �������� 	 ������	� ��.������	�
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��	��� 	�����	 ���� A� ��� Ω0(A) = A 	�� Ω1(A) ⊂ A⊗A ��� 5�����
�� ��� ��������
	���� �	� A⊗A → A� ��� ��.������	� ������ ����

d : Ω0(A) → Ω1(A), a �→ 1 ⊗ a− a⊗ 1.

@��	���! Ωk(A) �� ��� k����� ������ �����
� �� Ω1(A) ��� A! 	�� d ��

��'��� �� �����	� �� ��� ������� ��������� H��� ��	� Ωk(A) ⊂ A⊗(k+1)�
��� ������	 a0⊗a1⊗· · ·⊗ak �→ a0Da1D . . .Dak ��'��� 	 �	� ����

A⊗(k+1) �� ����	����� 0�����
���� ���� �� Ωk(A) ���� 	 ���������	����
�� ������� ����	���� ρ : Ω∗(A) → L(H)� ��� 5����� �� ρ �� ������� 	
��.������	� ��� ��	��� ���	��  ����	� ��'�� J0 ⊂ ker ρ ⊂ Ω∗(A) 	� ���
�����	
� ��	���� �� ����������� ��������: ���� J := J0 + dJ0 �� 	
��.������	� ��	��� ���	�� @��	���! ΩD(A) := Ω∗(A)/J �

���� �����;� ������� 	 ���
��	� ������ ��	� 
���� �� ��	���	��� ���
�	���� ��������
	���� @�� �)	����! �� 
���� �	5� D = 0! �� ���
� 
	��
Ω0

0(A) = A 	�� Ω∗>0
0 (A) = 0�

,��� �5��(��  � $2%! /����� ��������� 	 ������ �� 	)���� ��� 	 ��	�
���
��	� ������� ���� �� ��� ���� 
��������� 	�� ������
����� ��'���
������ �� ���
�����	��� ��������� @�� �������
�!  ����	���� ���
	)���� ����� ��� $�%% ��� ��� ���� ���	���� ���
�������

"� n����������	� ��	� ���
��	� ������ 
������� ��E H 	 C������ ��	
�: A
	 ∗�	�����	 �� ������� ����	����: D 	� ��������� �����	�K���� ����	���:
J 	� 	�������	�� ����	���: 	�� γ 	 Z2���	���� ����	���� ����� �	�����
��� ��������� 	)�����

3��������$ ��� �������� (D+ i)−1 �� 	 
���	
� ����	��� 
���	����
�� ��� ���	� Ln+(H)�
(���������$ @�� 	�� a ∈ A! ��� 
�����	��� [D, a] �� �������� G���

a 	�� [D, a] 	�� �� ��� ���	�� �� 	�� ����� �� ��� ����	���� δ ��'���
�� δ(a) := [|D|, a]�
'�
���"$ @�� 	�� a, b ∈ A! aop := Ja∗J−1 
������� ���� b� J2 =

±1! JD = ±DJ ! 	�� Jγ = ±γJ ! ���� ��� ����� ��������� ���� ���
��������� n ������ 8�
+�	�� �	��	$ @�� 	�� a, b ∈ A! aop 
������� ���� [D, b]�
+���������$ ��� 
����� ���	�� H∞ �� 	�� ������ �� D �� 	 '������

�����	���! ���K�
��� A�������� ����� �� 	� A�	���� ����C������ ����
��� ����� �����
� ��
� ��	� ��� a ∈ A! ψ, χ ∈ H∞!

Trω

(
a〈ψ|χ〉H∞ |D|−n

)
= 〈ψ|aop|χ〉H.

0	����
����$ γ �� �����	�K���� 	�� 
������� ���� A�  � n �� ���
���� γD = −Dγ: �� n �� ��� ���� γ = 1� ����� �)���� 	 C�
��
����

�
�� c ∈ Zn(A,A ⊗ Aop) ��
� ��	� ρ(c) = γ ��� ��� ���������	����
ρ : Z∗(A,A⊗Aop) → L(H) ��'��� ��

ρ(a0 ⊗ bop ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an) = a0b
op[D, a1] . . . [D, an].



-,� �� ����� !

�����
	4 ��
���"$ ��� 3	��	�� �����
� ���� ��� K��������� 
�	��

[D] ∈ KRn(A⊗Aop)

�� 	� �����������E

⊗A[D] : K∗(A) −̃→ K∗(Aop) = K∗(A).

,�%� ���*!��! �������������  � 	 ���
�����	��� ������	���� ��
��� �������� �� M �)����! ���� �� ���� �	� �� �	���
��	� 	 ���
�����
�	��� ������	���� �� ��� 	�����	 �� ������ ���
����� �� M� B������
���� �)���� �� 	 ���� ����	����	� ����� ��	� 
���	�������� ���� ��������!
	�� �� 	 �	� �� �� 	 ���	�	�� ���������

��� ������� �� ��
���� 2�- ���� ��	� 	 
���	����� ������� ����
����

���� ���� 	 ����������� ������� �	������ G/Γ� ���� �� ��� �����
��	� ��������� �� 
������
��� ����� "������� ��	� G/Γ 
	� �� ����	���
��������!  ���� �5��
� ��� 
������
���� �� ��	� ���
��	� ������� ��� 	
������	���� �� M�

 ���� ��
�� �� ��	� ���
��	� �������! �� �� �� ��
���	�� �� 	����� ��	�
M �� 	 ���� �	�������  	����� ��	� M �� 	 
���	
�! 0���	���	�

���� �	������ ���� 	 Γ�
������ M̃! Γ ⊂ G �� 	 ���
����! 
�
���	
�
��������! Π ∈ Λ2g �� 	� ��	��	�� ������� ���
���! 	�� ��� 	
���� �� G

�� M̃ �)����� �� ��� ������ �������  � ����� �� �	����� ��� �	�� 
��������!
�� ����� ���� �� ����	
� G ���� ���� '���� 
�������

" ��������
 ������	���� �� M �)���� �� ����� �� 	 ����	��� G������
	��	�� ������	���� �� G/Γ�  ���� ��� ���� 	����� ��	� ����� �)���� 	
������	���� B �� C∞(G/Γ)! ��� 	���E

#( B �� 	 ����� ���	�����	 �� ��
����� �� 	 
��������� '���! B! ��
/∗�	�����	� ��� 	� �����	��

-( ����� �� 	� 	
���� �� G �� B ���
� �)����� ��� 	
���� �� G ��
C∞(G/Γ)! ����! ���� �� 	� ����	��	�� ������	����� "� 	 ������	�
���� �� G��������! ���� �� ����	��

<( @�� ���� 	��� �� ��� �	�	����� �! ��� B� ⊂ B� �� ��� ��	�� �� B

�� B�� ���� �� ���
����� ��� ���	�� �� ��� 	
���� �� ��� ������	�
��������� 	�����	 �� g �� B��

=( ����� �)��� G���	��	�� ��	
�	� ��	��� τ� : B� → C�

 � �� �������	�� �� 
������
� 	 ������	���� �� G ���� �����
� �� Π�  �
���� 
	���! ��� ��
������� �� 0��.�� $�/% 
	� ���� �� ���� �� 
������
�
	 ������	���� �� G/Γ� C�����! �� �� ��� 
��	� ������� G/Γ 
	� ��
����	��� �������� �� �����	��

,�%��� �"#!����  � ����	�	���� ��� 
������
���� ��� �������� 	�����	�!
�� 
	� ����)����� M 	�

M ∼= M̃/Γ ∼= M̃ ×G G/Γ.

���� ��	�� ��	� ��� 	�����	 �� ������ ���
����� C∞(M) �� �	���	���
������'�� ���� ��� G���	��	�� C∞(G/Γ)�	���� ������ ���
����� ��
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M̃E
C∞(M) ∼= C∞(M̃, C∞[G/Γ])G.

��� &�����( 	
���� �� g ∈ G �� ��'��� �� ��� �����	
5 �� ��� ����� 	
����

�� g−1 �� M̃ 	�� ��� ���� 	
���� �� g �� G/Γ�
B� 
	� ����
 ���� 
������
���� �� ��� ���
�����	��� 
	�� �������

������ B� ��� C∞(G/Γ)� ����� �� ����� 	 ����� 	
���� �� G �� B�� ���

����� 	
���� �� g ∈ G �� C∞(M̃,B�) �� ���� �� ������	������� 	�������

��� 	
���� �� g �� B� 	�� ������� �	
5 �� ��� 	
���� �� g−1 �� M̃� B���
���� 	
����! �� 
	� ��'�� ��� 	�����	

A� := C∞(M̃,B�)G.

���� �����	����� ��� +�������� �� 	 �����, 
������
���� �� /����� 	��
�	��� $�% &��� 	��� $,%(�

,�%��� ��"�!�� �-��!� ��� S → M �� ��� ������ ������� ��� A��
������

H∞
� := Γ(M̃, S ⊗ B�)G

�� 	� 	�	����� �� ��� ������ ��
����� �� S ��� M! ��� �� ����� ��

������
� 	 ���
��	� ������ �� ���� 	 C������ ��	
� 	�	������ �� ���
L2���
����� �� S� @�� ����! �� ���� 	� ����� �����
��

��� ����� �����
� �� ������� 
���� ����	����	��� ���� 	 ������ ���
����������

S̄ ⊗ S → ΛnT ∗M.

@�� ��� ������ ��
����� ψ,ϕ ∈ Γ(M, S)! ��� ��
	� ����� �����
� �� ψ̄ϕ ∈
Ωn(M)�  �����	���� ���� ��� M ���� ��� C������ ����� �����
��

H��! ��� ��� G���	��	�� ��
�����

ψ,ϕ ∈ Γ(M̃, S ⊗ B�)G

��� ��
	� ����� �����
� �� ψ̄ϕ ∈ Ωn(M̃,B�)G�  � �� 	���� ��� G���	��	��
��	
�! ���� ��
����

τ�(ψ̄ϕ) ∈ Ωn(M̃)G.

 � ����� �� 	 ����	5� �� ��� �� ������	�� ���� ��� M̃! ���
� �� ���� ���
�	�� �. 	� 	���  ����	� ���� ��	�

Ωn(M̃)G ⊂ Ωn(M̃)Γ ∼= Ωn(M).

B��� ���� ������'
	����! �� 
	� ������	�� ��� M 	�� ��'�� ��� C������
����� �����
� 	�

〈ψ | ϕ〉 :=
∫

M
τ�(ψ̄ϕ).

 � �� ����� �������� ��� ���� ���� ��� 
����
� ����� �����
� 	� � = 0�
 � ��	� 
	��! ψ̄ϕ 
	� 	���	�� �� ������'�� ���� 	� n����� �� M� �����
�� 	 ������	� ����	���� �� M �� ��� ��	��� �� ��� G ������� ��� ��	
� τ0
	��	��� ψ̄ϕ ��� �	
� �� ����� ��	��! ���
� ���� ��� 
�	��� ��� ������	�
��� M�
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,�%�%� ����� �-!������ ��� 8��	
 ����	��� �� M �� ��'��� �� ��
�
����� �� S� ���� �)����� ����	��� &	�� G�����	��	����( �� ��
����� ��

S ⊗ B� ��� M̃� 0�����
���� �� G���	��	�� ��
����� ��'��� ��� 8��	

����	��� D� �� H��

 ���������� ��� 	�����	� C∞(G/Γ) 	�� B� 	� G�������� ����
�� 	
����	�� �	� ���� L2(M, S) �� H� ���
� ����������� ��� 8��	
 �����
	����� ���� �� ���� 	� ������
��	� ������	����� B� 
	� �������� ���
C������ ��	
�� 	�� ���	�� ��� 8��	
 ����	��� 	� 
����	��� G�
	��� ����
�� ������
��	�! ��� ��������� 	)��� �� ����	��� �	���'���

,�%��� �!�" ��������!� ��� 
�	���
	� ��	� ����
���� �� ���� �� 	� 	��
������	� ������ 	����������� C : S → S� /�������� ���� ���� ���
��������� �� B� ���� ��� ��	� ����
���� C ⊗∗ �� S ⊗B�! 	�� ���
� ��
H��

���� ��	�� �� ��� ������ A���������� ����
���� �� H�� ��� 	�����
����� ���	�� ��� �	�� 	� �� ��� 
�����	��� 
	��� ��� '��� ����� 	)���
�� �	�� �� ������

,�%�.� �(���+�!��� ��� 	
���� �� D� �� Γ(M̃, S⊗B�)G 
	� �� �������
��� �	���� �� ����� �� ��� ��� 	�����	 g� ��� 
����� ���	�� �� 	��

������ �� D� �� ������ H∞
�

= Γ(M̃, S⊗B�)G� ��� '�������� 	)��� 
	�
�� 
��
5�� ���� ����� ���������� ������� �����	����

,�%�2� ��4!�!����" 	��(�� ��� C∞
b (M̃,B�) ������ ��� 	�����	 
�������

��� �� ������ B��	���� ���
����� ��	� 	�� ������� �� 	�� ����	�����

���� ������ �� ������� �� 	� 	 ������ �����
� �� C∞
b (M̃) ���� B�� B���

D ⊗ 1 	�� ��� C������ B�������� L2(M̃, S ⊗B�) ���� ����� 	 ���
��	�
������ &�� 	 �������� �����	����� �����(� ��� 	�����	 �� ���
�����	���
��.������	� ����� �� ������

Ω∗
D⊗1[C∞

b (M̃,B�)] ∼= Ω∗
b(M̃,B�).

��� ρ1 : Ω∗[C∞
b (M̃)] → LB�

[L2(M̃, S ⊗ B�)] �� ��� ���������	����
���� �� ��� 
������
����� ��� ��	�� 
������� �� ��������	�K����	��� ���

��	���� ���
� 	
� ��
	��� ��� M̃� ��� �	�� �� ���� ��� ��� ���������	����
ρ2 : Ω∗(A�) → L(H�)� /�����������! ker ρ2 = ker ρ1 ∩ Ω∗(A�)� ����

��	�� ��	� ΩD�
(A�) �� ��� ��.������	����	��� ���	�����	 �� Ω∗

b(M̃,B�)
�����	��� �� A� �� ������ 0� ����

ΩD�
(A�) ∼= Ω∗(M̃,B�)G.

B��� ����! �� �� 
��	� ��	� ��� ��.������	� ��	��� 	�����	 ΩD�
(A�) ��

�������� �������� ���� Ω∗(M)�

,�%�,� ���!�������� G� 
������
����! ��� ����� ���� ε̃ ∈ Ωn(M̃)
�� G���	��	��� ���� ��	�� ��	� �� 
	� �� ������'�� ���� ε̃ ⊗ 1 ∈
Ωn(M̃,B�)G∼=Ωn

D�
(A�)� O������ ���� 	� 	� ����	���
� 
�	�� �� Ωn(A�)!

���� ������� �� ���� 
�	�� ������ �� ��� C�
��
���� 
�
�� ���� ��	�� γ
	� �������� �� ��� ������	���� 	)����
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,�%��� )������6 ���"��1� ���� 	)��� �� �������	��� ���������� �� 
��
5
	� ���� ���� �� �����	�����  � ������� ���� ��� ��	������ �� K������� ���
��� ��� ������	���� ���� C∞(M) �� A�� ���� �� ��� 	 �����	� ��������!
��� ����� �� 	 ������ ������
� ��� K������� �� �� �������� �� ������	�
�����! ��� $�&%�

 � �� 
���	���� ��	������ ��	� ����
	�P ��	���� ���� �� �������� �� 	�
������
��	� ������	���� ���
� �������� K�������� @�� �)	����! �� ���
��������� �� ���! �� 
	� 
������� ��� �������
���� �����
� �� ��� K�
������ 
�	���� ���
� 	�� ���������� �� ����������� e, e′ ∈ Matm(A�)�
O	����� �! ��� �������
���� �����
� ������ 	�� 
�����������! ��� �� ��
	� ������� 	�� ���� 
����	���

�� �5�(-"!�

���� ������ ��� ���� 
���	
� �)	���� �� ��� ���������� �� 	 *	� �����
���� 	 
����	�� ������
��
 ����
�����  � ���� 
	��! G �� ��� -������ 	��
Γ �� ����	�� ��� 
������
���� �� ��� �������� �������� �� ��� 
	����
	�
�)	���� �� ���
�����	��� ���������

D��� �����	���! 	�� 	�����������
 n × n��	���) Π ��'��� 	 
���
�	����� ������� ����
���� �� 	 *	� n����������	� �����! 	�� ����� �� 	

������������ ���
�����	��� ����� ������	����� ��� ����� G �� T

n

�� ���� 
	��� "������� Π �	� �� �������	��! ��� ��������� �� ��� �����
T � G �	� ����� �� �	���� ��	� rkΠ� " ������ �)	���� �� R

3/Z3 ����

π = ∂x ∧ (∂y +
√

2∂z)� ���� �� ��� �.�
�  �������� �� �� ��'���� T �� ��
������� �����	��� �� ��� ��	� �� Π�

���� 	"�� ����'�"��� ��� M̃ = T
4 = R

4/Z4 �� ��� 4����������	�
����� ���� 
������	��� x1, x2, y1, y2 &�� R

4( 	�� ������
��
 ���� ω =
dx1 ∧ dy1 + dx2 ∧ dy2� ��� �	�����

s : (x1, y1, x2, y2) �→ (y1,−x1, x2 + 1
4 , y

2)

�������� ω 	�� �����	��� 	 ���� 	
���� �� Z4 �� M̃� 8�'�� M := M̃/Z4�
��� 	����	� ����� �� ������� ���������� �����	��� �� ��� ��	� �� Π

�� ��� ���� ����� �� ��	���	�����! T
4� ��� 
������ ����� �� Γ ∼= Z4

�����	��� �� s� ��� ����� �����	��� �� ����� �� ��� ��������
� �����
�
G = Z4 � T

4: ��� �����	��� s ∈ Z4 	
�� �� T
4 �� 	 ��	���� ���	����

�� ��� x1�y1���	���  � ���� 
	��! M �� �� ��� ��
	��� ����������� ����
M ∼= H\G/Γ ���� H ∼= Γ ∼= Z4�

"� 	��	��! �� ������ 
������
� 	 ���
�����	��� ������	���� ��
'��� ��������� ��� ����������� ����� G/Γ ∼= T

4� ���� ���� 	 ����

�����	��� =������� ��� 	�����	 B� �� �����	��� �� = ����	���� U1! U2!
V1! 	�� V2 ���� ��� ���	�����

U1V1 = e(2π)2i�V1U1,

U2V2, = e(2π)2i�V2U2,



-�� �� ����� !

	�� 	�� ����� �	��� �� �����	���� 
��������� /������������ �� s �� ���
	����������� s∗ ��'��� ��E s∗(U1) = V1! s

∗(V1) = U−1
1 ! s∗(U2) = iU2!

	�� s∗(V2) = V2� A� �� ��� s∗���	��	�� ���	�����	 �� B��
���� �)	���� �� �������
��� �� ��� 
�	���'
	���� �� *	� �	�������E "��

*	� 
���	
� 0���	���	� �	������ �� �� ��� ���� M = T
n/Γ ���� Γ 	

'���� ����� �� ���� ���������� �� ��� *	� ����� &��� $�%(�  � ����� �)����
	 
����	�� Γ���	��	�� ������� ����
���� �� T

n! ���� ���� ���
���� �� 	

������� ����
���� �� M� /������� M̃ = T
n! �� 
	� �	5� G = Γ � T

n

	�� ���� �� 	������ ��
	��� ����������� �)	���� M ∼= Γ\G/Γ� ���
��	��	�� ��	����	���� �� T

n �� ����	��	�� ����� 	�� ����	� ��	������	�
����� ��������� ��� ������� ����
����! ��������� ���� ���� 	 ������	����
�� M�

 � �����	�! �� M �� 	 
���	
� 0���	���	� �	������ ���� 	 
���	�����
������
��
 ����
����! ���� �� �� *	� 	�� �� ���� �� �� ���� �����

��%� �!��!��!�# ����'�"��� ��� C��������� ����� H �� ��� ����� ��
��	� 3 × 3 �	���
�� �� ��� ����

⎛

⎝
1 x z
0 1 y
0 0 1

⎞

⎠ .

��� Λ ⊂ H �� ��� �������� �� �	���
�� ���� ������� �������� ��� <�
���������	� �����	������ &�� +C��������� �	������,( �� Nil3 := H/Λ�

��� θ �� 	� ���	����	� ������� ��� ������� ���
���

Π = (∂x + θ∂y) ∧ ∂z

�� �����	��	�� �� H�  � �	���
��	� �� �� Λ���	��	�� 	�� ��'��� 	 �������
����
���� �� Nil3� ���� �� 	 �����	� ������� ����
����� ��� ��	�� �� ���
������
��
 ����	���� 	�� ������ Nil3 �� ��� ���	� ��	
� �� 	 
��
�� ������
��� ��� ����� T

2: ��� ������
��
 ����	���� �� ��� ������ ��	�� �� 	
3����
5�� ����	���� �� ��� ������

6������� Nil3 = H/Λ ���
����� Nil3 �� ��� ������� ����! ��� ����
�� ��� ��� �����	� ���
������� 	� �� ���� 2�?� ��� ������	� 
������
H �� ��� ��� �����	� 
������ �� Nil3 ���� ��� ������� ���
��� ����

�� ����	� 3������ �
�����  ����	�! �� 
	� �	5� M̃ = H/Z ����� Z ��
�������� �� H 	� ��� �������� �� �	���
��

⎛

⎝
1 0 z
0 1 0
0 0 1

⎞

⎠

���� z ∈ Z�
��� 
������ ����� �� Γ = Λ/Z ∼= Z

2� ��� ��	�� �� Π �� ��� C������
���� ��� 	�����	 �� -����������	�! ��	���� ��

⎛

⎝
0 1 0
0 0 θ
0 0 0

⎞

⎠ 	��

⎛

⎝
0 0 1
0 0 0
0 0 0

⎞

⎠ .
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���� �����	��� 	� 	����	� �������� �� ������� ���������� T ∼= R × T
1�

���� 
������ �	������ M̃ �� ������ 	 ����� G = H/Z ��
	��� Z � H�
G��� Γ 	�� T 	�� 
���	���� �� ��� ����� �� ����� ��	���	������  � �	
�
T Γ ⊂ G �� ������ ���� �� �	����� �� ��� �� ���5��� 	� ��� ��������
G/T1 ∼= R

2� Γ �	�� ��K�
����� �� ��� ������� �	���
� Z
2 ⊂ R

2� T �	��
�� 	 #����������	� ��������! 	 ���� �� ���	����	� ������ ��������! �����
������� �����	�� R

2�
"� 	 ������� �	������! Nil3 �� ������������ ��� ���� 	
���� �� G

�� Nil3 ∼= G/Z2 �������� ��� ������� ����
����� C�����! �� �� ���
����������� 	� 	 0���	���	� �	������� " 
���	����� 0���	���	�
�����
 �� ���� �� 	�� ��������	��	�� �����
 �� G� ���� 
	���� ��
�������	��	�� 	� �����

0��.�� 
������
��� 	� ����	��	�� ������	���� ��	����	���� �� Nil3

�� $��%�  � �	
�! ���� �	� ��� �� ��� ��� '��� �)	����� �� ����
� ������
�	���� ��	����	����� ��� ����� C��������� �	������� ���
����� �����
	�� ������ '���� ��������� �� Nil3� ���� 
	� �� ���� 	� ��
	��� �����
������� �)	����� ��������	�� �� Nil3� /�	5�	����� 	�� ����	 $%% �	�

������
��� 	�� 	�	����� ���
��	� ������� ��� ����� �)	������

/� ����"������

B��� ��� 	����������  �	� �	�� 	���� ��	� 
���������� ���
���
���	��� ��������!  �	� ����� ��	� ���
�����	��� ������	����� 	��
���	�5	��� ������
����

��� ��	��� ����� ������ �� ��� 	�	����� ���� �	� 	�� ��
���	��� "����
	��! ��� 
��
������ �� ���� 2�2 �� ����� ������� ��� ��	��� ��� ��� 
���
���)��� �� ��� ����� �� ��	� 
���	
����� ��	�� �� ���	� ������'
	����! ���
�� 	 ��� ������
� �	�� ��� ���
���	
� ��������� �� ��� 
���	��������

��������� 	�� ���� 
�����
	���� @�� ����	�
�! 
������� 3����������	�
J�
����	� ��	
� ���� /	�����	� 
������	��� x, y, z! 	�� 	 ������� ��	
5��
��'��� �� {x, y} = 1! {x, z} = y! 	�� {y, z} = −x� ���� �	���'�� ���

���	�������� 
���������! ��� ��� ������� ���
��� 
	���� �� ��
���
����� ���� �����
�� �� 3������ �
����� ���� �)	���� 
	� �� ���
���
���	����� ��������! ���
� �������� ��	� ����� ���� ��� �)��� 	������
��
	� ������
���� ��	� ����� �	� ������'�� ��� 	�	����� �� ��
���� 2�#�

"������ 
����
��� �� ��	� �� 
���	�������� 
��������� 	�� ��� ������
�
���� "�������  ����5 ��	� �� 	���������� 	�� ���� �������! ����
	��	���� �� ��������� 8�.����� 	���������� �	� ��	� �� ��	5�� 
���

�������! ���  ����5 ��	� ���� �	� ���� 	 ����	��� ��	����� ������ ���
��
�������  �	� ���� ���� �	� �� ������ ��� 	�	������ ����� �
��	�����

��� 89�����5�����	�� �)	���� �� 	 ���
��	� ������ ��� ��� ������
������ �� 	� �)	���� �� ���
�����	��� �������� ����� ��� ������	����
	)��� �� ��� �	���'��� ���� �� �	���� ��
	��� ��� ��������
	� ���������
�� ��� ������ ������ �� 0 �	���� ��	� 2� ���� ������ ��������� ����
�� ���	��� �� ��� �	
� ��	� ������	���� 
	���� �� �������� �������� ��
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	 ��	
�� ���� �)	���� �������� �������� ��	� �� ����� �� ����������� ��
���
	�� �� 
���	�������� 
�������� 0 = d(π � ε) ������� ��� �������
����
���� 	�� ����� ����� 1�������	����! ���� 
�������� ��	��� 	 5��
���� �� ��� ������'
	����� ��	���� �� ��� �	�� ������� ����� H����������!
��� ��
������ �� ����� ������
��
 ��	���	����� �� �	�� ��� ���	
��	����
����� 	������� ����� �	� �� ����� ���
5� ��	� ����� �	5� ���� �������
��	
�	����

���� 
������
����� �� ���
�����	��� ��.������	� ����� �� ��� �����
������ 	�� ��	���� ������ �	� 	����� ����� ������
����� �� ����� ����
�������	� ����� ��	� �� ��� 
��������� �� 
�	���
	� ��.������	� ������  ��
���	� �� ��������� 1������! ���� ������ 1������ ���� ���� ����� +K��5,�
���� 	����	
� ����� �����	�	���� 
� ��� �� ��! ��� �� �� ����	��� �����
�������� �� 	�	���� ���� ����	���� ���� �� ��
��������

��� 
������
���� �� ���
��	� ������� �� ���
�����	����� ��������
��	
�� �� 	� 	
��� 	��	 �� ����	�
�� ������ �)	����� 	�� �����������!
��� �� �� ��� ���� 
	���� �� 
��������� 	� �������� ����������� @��
����	�
�! ��� ���
��	� ������ ��� SUq(2) 
������
��� �� /�	5�	����� 	��
�	� $�% ���	�� SUq(2) 	� 	 ��	���� ����� �� ��� ��� �����! �	���� ��	�
	� 	 ������	���� �� SU(2)�

�����
	���! ����� ������� ���� ��� ��� ���	 �� ���
�����	����� ���
������ =����������	� ��	
������� "� ��� �	�� ����! ���� ����� ��� 	
�������� ����
���� ��� ���
�����	��� �)��	 �����������

 �	� �������	��� 
�	���'�� ���
�����	��� ������	����� �� 
���	
�
0���	���	� �	������� �� ����� �� ��� ����
���� (G,Γ,Π) ����� G �� 	
��� �����! Γ ⊂ G �� ���
���� 	�� 
�
���	
�! Π ∈ Λ2g �� 	� ��	��	��
������� ����
����! 	�� G �� ������� �����	��� �� Γ 	�� ��� ��� 	�����	
���	� ��	���� �� Π� B�	� �� ������� �� 	 ������ �������	����� �� ����
����
����� @�� �)	����! ��� ��� 	�����	 g �� 
���	���� ��� ����������
&�� �	� 	 �������	� ���	�( ��� �� 	�� ��� �)	����� ��	�  5��� ��! g ��
	
��	��� ���������: �� �� ��� 	��	���� ������� g �� 	��	�� ����������

�!'!�!��!�

,
- .�� � /�"����'�� � ���������	
 ���
�� ��� ������� �	����
��� .� 0����������
1���� �� )
233* 245

6� 7� �2����+� 8�� �+46��3��2�

,�- 9�:� ;��'������" < =� 9��� �����	��	�� ������	
 ����
�� �� ��� ��	���
SU(2)������� >������" �� )���4* 
�?5
�+� �����>�	���
��6� 7� 
22�3?4�
8�� 
��3��3����

,4- 9�:� ;��'������" < >� /� :�����  �����! �� ��� ��	��� "�����#��� �	��

���
�� .� @����� =���� ��� )���4* 6��56��� �����A=	�

��?�� 7� ���44���
8�� 
�4
�6+�3��

,6-  ��:� ;�����$� $��#��#	��  ����� 	�� %
	� �	����
��� :$���&���B����&� 
23+�
7� �3+�

6� 8�� �+�3��4��
�

,�- =� ;������ &������	����  �����!� =������� 9����� 
226� 7� 
4�4??2�
8�� �3
3�6+�?+�



"�� !"#$%"$#� &'  & %&(($"�"�)� *�'&#(�"�& ! -��

,+- �  �	���! ����
�� '��� �	���� 	�� ��� %����	���� �� &�������	����
 �����!� ;������ 7���� 9�"�� ��� )
22+* 
��5
?+� ��$���	2+�4��4�
7� 
66
2�3� 8�� �33
��3��2�

,?- =� ;����� < 7� 0������B�������� &������	���� %��������������	
 �	��
���
��( � �������	
 	����
�� 	�� ��
	��� ��	�
��� ;���� 7���� 9�"�� ���
)����* �425�?2� �����C=	�
�?�?�� 7� 
24?+�?� 8�� 
��+��3����

,3- =� ;����� < 1�  ����� &������	���� �	����
��) ��� *���	���� �
��#�	
	�� *��������	
 �����	������ ;������ 7���� 9�"�� ��� )���
* 
6
5
�2�
�����C=	��


26� 7� 
36+2�6� 8�� �22?�3
�6��

,2-  � 0D�����'� < =� :����!� ���	� +���	��� �� ��� ��	��	�� ���
�, ��	���
������� /����� ;����� 9���� �� )���4* 625�3� �����C=	���2�63� 7� ���66�
�
8�� 
�+
��3��6�

,
�- �� � @��������� ����������� �� �������  �����!( � "�
���! 	�� *��	��	����
.� 0���������� 1���� ��)�* )����* 4�454+�� �����01	���

�2� 7� 
3
3
3
�
8�� 
�4+��4�+��

,

- B� 1��!���& < =� 1������� "�
���! �� ������� 	����
�� 	�� ��� ���
	�
�
	��� ����� .� 7���� ��� )���
* ��
5�6�� �����01	23
�
�4� 7� 
3�+��
�
8�� �22
��4����

,
�- .� 1������'�� Z���	��� ���������� �� ������� #�	�-���) ���� 7���� 9�"�� 	
)
22?* 
5�?� 7� 
6�+�66� 8�� �3?���3��2�

,
4- .� 1������/���E�� .�;� B�����"� < %� @�&������ �
����� �� &������	����
 �����!) /��'�F����� ���
� 7� 
?3234
� 8�� �2�3�6+�42�

,
6- G� %��'���� &������	���� .������!) ;������ 7���� 9�"�� ��� )���6* �

5
�4�� �����C=	��

��4� 7� ��63��+� 8�� 
�����3��
�

,
�- .� � >��!��� ������� �� ���������&�/������ �� �����
����) �� HI� ;����� ��
��� ����J����K��� �L��M����L���L� :��� 7���� �� @������ =��J���K��� ���� �J����

23�� ��?5�?
� 7� �34?��4� 8�� �+
���3��2�

,
+- 9� 7������ .��	���	� %�
�	�����) /��'�F����� 
233� 7� �24�6+4�
8�� �+44��4��
�

,
?- .� 7������� < .� =� B����M�� ������� #�	�-��� �� ���� �!�
����� ���� ��
��� 	
��#�	 �� ���������	
 ����) =��� 1����� =���� 1���� �� )����* �+?5�32�
7� 
2���2�� 8�� 
��3��3����

,
3- 7�=� ������� �����	���� ��	���0	���� �� "�����#��� �	����
��� ;������
7���� 9�"�� ��� )
232* �4
5�+�� 7� 
���34�� 8�� �+?2�6+����

,
2- � ������ ������� ��  ����� �� ;∗��
��#�	�� �� H7�$$��&� �� A$������
=�&�����L� 
6
5
3�� 9��&���� �� 7���������� ��� /��'�F����� 
22�� 7� 

�44?+�
8�� �?62�����4�

,��- .� ��������&� $��	���� �� K������! ����� ��	���0	����� �� HA$������ =�&�����
��� C������ @���� �����"L� 6�656
�� ������������ 9����� 
22?� 7� 
62

4
�
8�� �26+�
2��4�

,�
- � B������� +� ���  ������� ��	���0	���� �� ������� �	����
��� .� 7����
9�"�� �� )
22
* 44425446�� 7� 

4?43?� 8�� �?62��3��4�

,��- � 1������� �� ���  �����! �� ������� �	����
��� /��'�F����� 
226�
7� 
�+2�6�� 8�� �3
���4�
2�

,�4- =� N��������� ��� 1��	
 ��������� �� ������� �	����
��) .� 0���������� 1�����
��" �� )
234* ��45��?� 7� �?�43
+� 8�� ���6��3�

�



-�- �� ����� !

,�6- � ��� ���
	� 	��������� ����� �� 	 ������� 	����
�) .� 1����
9�"�� �� )
22?* 4?25426� 7� 
636�23� 8�� �2����3�
4�

,��- G� N������ ��	��� ��� 	 .�	
����� 2	
�0	�2
��� �����!) O������ 9�"���� /���
)
23
* 6
�56�3� 7� �+�6�66�

��������� �	
 ����������� ���
	������� ��� ��
����� ������

����	�� �����
���� ��������

�� ����
�����

��	�
 	������P ������Q�������


